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Sopra due casi notevoli di integrabiliti delle equazioni della
propagazione di onde elettromagnetiche in un tubo cilindrico
circolare con dielettrico eterogeneo.

Nota di CaTaLpo AGOSTINELLI (a Torino).

Sunto. - Si assegnano rispettivamente, mediante funzioni di BESSEL e me-
diante funzioni circolari, due tipi di soluzioni, pariicolarmente notevoli,
delle equazioni della propagazione di onde eletiromagnetiche guidate entro
un tubo cilindrico circolare, con pareti metalliche perfettamente condut-
trici, nelle ipotesi che il tubo sia ripieno di dieletirico ‘eterogeneo, va-
riabile con la distanza dall’ asse con una determinata legge parabolica,
che il campo sia armonico rispetto al tempo e che si propaghi nella
direzione positiva dell’ asse del tubo con velocita di fase uguale a quella
critica.

1. Con riferimento al problema della propagazione di onde
elettromagnetiche guidate entro un tubo cilindrico con pareti me-
talliche perfettamente conduttrici, ripieno di dielettrico eterogeneo,
ma identico su ogni parallela alle generatrici del tubo, supponia-
mo che la sezione retta del tubo sia limitata da una linea chiusa
appartenente a una famiglia di linee isoterme g,(x, y)==rcost., e
indichiamo con g,(x, y) = cost. le linee isoterme che tagliano orto-
gonalmente le precedenti.

Riferendo il campo elettromagnetico entro il tubo a questa
doppia famiglia di linee ortogonali e isoterme e a un asse 2 pa-
rallelo alle generatrici del tubo, le equazioni di MAXWELL che
reggono il fenomeno risultano ()

oH, @H, _: b, °B, oF, __p of,
g, 2 ¢ ot g oz — ¢ ot

) { oH, _0H, ¢ 0E, (r)( 2B, B, _ v oH,
0% oq, ¢ ot 0% oq, c ot
i(@_?!{x,)_ifl% i(f’_Ez 0B\ _ v oH,
Q*\ 0g, 9q,) ¢ ot ’ Q*\3q, dq,/] — ¢ @&t ’

ove El, E,, B, H, I_I_Zi H, sono rispettivqmente le componenti
covarianti dei vettori E, H del campo elettrico e del campo ma-
gnetico secondo il sistema di coordinate (g,, g,, 2), ed &

1 -
e = (grad i) = (grad ,*; 4,¢, = A,q, = 0.
(!) Vedi C. AcosTINELLI, Sulla propagazione di onde eletiromagnetiche

in un tubo conduttore riempito di dieletirico eterogemeo, « Atti dell’Acca-
demia delle Scienze di Torino », vol. 85, 1950-51.
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La costante dielettrica ¢ & supposta una funzione continua di
g, ¢ ¢,, mentre la permeabilith magnetica p & costante.

Al contorno, ove il campo elettrico @ normale alla parete del
tubo, devono essere verificate le condizioni

E,=0, E;, =0, per g, =¢q,”

essendo ¢, = q,'” 1’ equazione della linea che limita la sezione del
tubo.

Supponendo ancora che il campo elettromagnetico sia armonico

‘ 2
rispetto al tempo, di frequenza v:%, e che si propaghi nella
direzione positiva dell’ asse # con velocita di fase V costante, che

cioe i vettori 73’: H del campo siano della forma

_— e i2 (Vt—g) L (Vt—z)
B = é;(%: q,)e v ) ) H }C(QH g.)e V ’

‘indicando rispettivamente con &8,,8,,8,; #,, #,, #, le componenti

covarianti dei vettori &(q,, g,), #(q,, q,), e con p—_—% la costante

di fase, le equazioni (1) e (1), e le relative condizioni al contorno,
diventano

03, w 88,

L pw
=2, o 8, = — i,
@) | _ gy a0 @) ] g 4 08 ;b
B3, g, e &8, P86, + %, s x,
¥, 8k, iw 8, 08,
= =g e XY
0q, 0qs AR 0q, 09,

6,=0, 8, =0, per ¢, =q,'%.

2.. Particolare importanza hanno, come si sa, le onde con campo
magnetico trasversale e quelle con campo elettrico trasversale, dette
rispettivamente onde di tépo eletirico e di tipo magnetico.

Nel primo caso & nulla la componente assiale ¥, del vettore £
e le equazioni (2) e (2) si riducono alle seguenti:

v 26, Hod
pH, = -—»s@l 52, -+ B8, = — i — ¥,
. Y b
@) ¢ — pr, =<6, ®) ¢ g8, Zq‘f‘ =it
oy, 2w 08, 08,
TR TR bq, gy

dalle quali si deduce che la componente assiale &, del campo



SOPRA DUE CASI NOTEVOLI DI INTEGRABILITA DELLE EQUAZIONI, ECC. 269

elettrico deve verificare le equazioni

o 28, de 265

=T F Ty

(4)5 8q, 0q, 94y 0g,

(208, P iL@s) o
{ °q, ()‘ 0q, + 9q., ()\ 0q, + 2 £Q'8, =0,
ove si & posto

' cp® o?
(5) )\——E—@)‘?_s—y‘—w,

essendo A una quantith positiva che pud annullarsi soltanto quando

. . s ps c
la velocitd di fase V assume ‘il valore critico V,=—-— , essendo
LE
1
g, il valore minimo di : entro la sezione del tubo (*).

La prima delle (4) mostra che &; sard funzione di ¢; in questa
ipotesi essa risulta identicamente soddisfatta e la seconda diventa
d (e d&, e d8 s
© a(w—!) Sy Mt =0,
ove @& .

1 s \? 7 pe \2
A= rada?:——o[(—) —+- —)]
! & ) Q* |\2q, &a% ’
1 /0% 0%
Ae =— div grad =—(—,,+ ——)
: BRCE = 00 \0g, ™ Bgy?

Determinata &; con la condizione che si annulli al contorno
dalle prime due delle (3) e dalle prime due delle (3') si ricavano
subito le altre componenti del campo.

Nel caso in cui alla velocita di fase V si assegna il valore
critico ¢/Vye,, risulta A=¢ —¢,, e I’ equazione (6) diventa

a8, 'Age g dé, LE— &
@ @ A T ) @ P

&, =0,

che presenta delle singolarith nel punto ¢ —¢,, nei punti di stazio-
narietd di ¢, ove si annulla A e negli eventuali punti singolari
di Age.

Un caso particolarmente notevole in cui-la (7) si integra me-
diante funzioni note & quello di un tubo a sezione circolare di
raggio a e la costante dielettrica ¢ varia con la seguente legge
parabolica

T'Z
(8) E=g¢ +(52"51)a—2

(?) Vedi: C. AGOSTINELLI, loco citato.

Idem, Sulla propagazione di onde elettromagnetiche guidate entro tubi
cilindrici, < Rendiconti del Seminario Matematico dell’ Universitad e del
Politecni¢o di Torino », (Conferenza tenuta il 27 maggio 1952), vol. 11°,
"~ a. 1951-62.



270 CATALDO AGOSTINELLI

ove r & la distanza del punto dall’asse del tubo, ¢, il minimo di ¢
in corrispondenza dell’asse ed ¢, il massimo di ¢ al contorno.
In questo caso risulta -

— 4ey — &)

o 4y — &)
a? -

Ae p

1

(e—e) , Age = cost.

2
e L equazione (7) diventa

d’@; 1dg; 3;;‘ a®

det Ve T 4 (s, — 51}63:0’

che & I’equazione differenziale delle funzioni di BrsseL di ordine
zero e mella quale & scomparsa la singolarith per ¢—¢,. Hssa
ammette gli integrali

Bae > : . Bae
T e—— 53” = C/Yo (T
2\/51(52“51) ’ 2\/81(52_51) ’
ove J, ed Y, sono le funzioni di BessrevL di ordine zero, di 1* e
di 2* specie, e C’, C” sono costanti arbitrarie. Detti x, gli zeri
positivi della prima, y, gli zeri positivi della seconda, in ordine
crescente, poiché sul contorno, cioé per r—=a, ovvero per e=—zs,,

deve essere §, =0, si ricavano rispettivamente per B i seguenti
autovalori

:2\/5752——- s,)w » _2\/51(32 — &)

9 &= C’Jo(

ﬁ’,‘ ae, k r‘ e az, ~ Yr s (k =1,2,3, )
e quindi Ie frequenze

L SR VORI k=1,23

VII]‘ 27(\/*;4—5—] ) ﬂ”k —_ 7{“‘\/!1:2 V 52 yk b ( 3 Sy Dy u.).

c?ﬁ?. c3

Ricordando che nel caso in esame & MTV: y-—W:E“ le equa-

zioni (3) e (3), ove & ora ¢, =logr, q, =10, Q*= #®, porgono, per
le altre componenti del eampo, i valori:

8, =0, ¥ =0

e = d& . c d8, 2,75, d8,

%2—"%5_5,’"37——2%575-—*31/55 &
By 50108
‘”—0)5%2_‘#21/& de

Vi sono dunque due successioni indefinite di onde di tipo
elettrico che si possono propagare con velocith di fase uguale a
quella critica in un tubo cilindrico circolare con dielettrico varia-
bile con legge parabolica definita dalla (8).
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3. Nel caso di onde di tipo magnetico & nulla la componente
&, del vettore & e le equazioni (2) e (2') diventano:

ox

0ty | _ — M
2 + PpH, = p €8, p&, = o N
. - oK D) / po
(10) _/"483{1 ——éa-:i: —c—a 9 (10) pgl:——(‘_ 9
0, 98, —0 06y, 06, pun 0, .
oq, - 0qy o¢, gy

Da queste si deduce analogamente che la cdmpon'ente assiale
X, del vettore #H deve soddisfare le equazioni

oe 03, 9e 93,

04, 04, 049, 0G,

8 (10X, 9 (163, wo?
a%(laql) (M%)*FQ”“‘O'

(11) |

Anche ¥, dovra essere dunque funzione di ¢ e in questa ipo-
tesi la prima delle (11) & identicamente soddisfatta, mentre la se-
conda si trasforma nella seguente

d (1d¥, 1d¥, o'
a(;\ﬁ)AIE—l—)\ de AS—{—'—'LTj’Ca_.O.

Nel caso di onde elettromagnetiche che si propagono con velo-
citah di fase V uguale a quella critica c/V pe,, quest’ ultima equa-
zione diventa '

aH, <A25 1 )d}ﬂa
E

@ s Be8 £ —E, .
e+ A #,=0.

de + B €A

Se si tratta di un tubo cilindrico circolare di raggio a, in cui
il dielettrico vari ancora con la legge parabolica (8), I’equazione
precedente si riduce alla seguente

a*x, . a’
de? +§ de (ey — )

che ammette gli integrali

. fa " Ba
12 — e —— fommy T e—1
(12) ', =C, cos (2‘/;@___) ), x, C, sen (9 — ),

con C,, C, costanti arbitrarie.
Al contorno deve essere 8, =0, e quindi, per la seconda delle
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ax, i
(10) e la prima delle (10'), sara g, $=0, ciod (5173—:0, per r=a,
dx,
ovvero —= 3=0, per ¢ =z¢,.

Si deducono in corrispondenza dalle (12) i seguenti autovalori
per il parametro §

_ 2k (Zk — 1)

\/51(5 . B =

e qumdl le frequenze

k — .
N Vsz f, B e 1/52 =&, (k=1,23,..)
aVyps, ‘g, 20V pe, €

Per le altre componenti del campo dalle (10) e (10) si ricavano
facilmente i valori '

\/51(5 —¢), (k=1,2,38,.))

,=0, 6 =0,

g0 di, o we o Vs X
;‘Cl_——2@p A g,z_—ﬁzc,__z@
Dunque, in un tubo cilindrico a sezione circolare, il cui die-
lettrico varia con la legge parabolica (8), si possono propagare.
ancora infinite onde di tipo magnetico con velocita di fase uguale
a quella critica.




