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Sopra i teoremi di Lord Rayleigh.

Nota di GritTLio STTPI^O (a Bologna).

Santo. • L'A. svolge alcune osservazioni sui teoremi di confronto di LORD
RAYLEIGH (nella teoria delle piccole oscillazioni) mostrando che per
una larga classe di sistemi in equilibrio Ie oscillazioni sono indipen-
denti dalla variazione delle masse, mentre per altri sistemi si possono
avere variazioni degli autovalori -in vario senso quando si alterino masse
différente sicchè non sembra possibile stabilire un teorema generale re-
lativo alla variazione degli autovalori con le masse (e analogo a quelîi
relativi alle variazioni degli autovalori provocate da variazioni del-
Venergia cineHca o délia capacità).

1. Sia dato un sistema meccanico, olonomo, ad n gradi di li-
bertà, soggetto a forze conseryative di potenziale U e sia Ĉ  una
sua configurazione di equilibrio stabile, nella quale il massimo
relativo di U si possa riconoscere dall'esame dei yalori locali delle
sue derivate seconde. È noto che se lo stato di eqiülibrio Co si
altera abbastanza poco, il sistema si muove indefinitamente nella
immediata prossimità di C„. In queste condizioni, definita rispetto
ad opportune coordinate lagrangiane g, la energia potenziale

(si sono attribuiti al sistema in eqùiiibrio valori nulli delle g, clo-
che è sempre ammissibile essendo U definito a meno di una co-

(2) Cfr. i lavori di W . BUKATJ in corso di stampa nella « Collectaneâ
Matematica » di Barcellona.

(3) Cfr. il libro W. BLASCHKE e Gr. B O L , Geometrie der Gewebe, Berl in,
1938 ed un lavoro di BLASCHKE, che forse apparirà nei « Bendiconti del
Seminario Matematico di Messina ».
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«tante) e la energia cinetica
n

% = S i fc bikqiqk

(la % è forma quadratica omogenea perche i vincoli non dipendono
«dal tempo) il moto è determinato dalle eqnazioni di LAGRANGE

d^d^ __ 3£ __

M dq, Wi ~
=z%-h ü).

Tale moto è rappresentato da piccoli movimenti intorno a Co,
.movimenti che risultano composizione di moti armonici.

La frequenza delle oscillazioni (spontanée) si puö trovare ridu-
<cendo a forma canonica le due forme quadratiche.

Dato che % è definita positiva cosï esiste una trasformazione
line ar e

per la quale si ha

qh= S ChiXk

r=Soj «x*

I coefficienti 03k
2 si chiamano "autovalori,, e sono i prodotti dei

quadrati delle frequenze per 4TU2 cioè è w = ^ con T periodo. Ciö

premesso sussistono, com'è noto, i seguenti teoremi di confronto
do vut L a LORD KAYI/EIGH:

TEOREMA 1. - Quando, in un si-
stema vibrante S si introducono r
nuovi vincoli (che lasciano inalte-
rata la posizione di equilibrio Co)
allora 1' autovalore w'̂ .2 del nuovo
sistema S' è conpreso f ra gli auto-
valori (di S) t»k

2 e w2
A+ï..

TEOREMA 2. - Quando cresce la
energfa cinetica % del sistema al-
lora i»\ è minore ed uguale ad wft.

TEOREMA 3. - Quando cresce la
energia potenziale (cioè, come si
dice? aumenta la capacità del si-
stema) allora è oi'k ̂  tak.

Questi tre teoremi non hanno la stessa portata. Mentre è chiaro
cosa significa 1' introduzione di nuovi vincoli, invece 1'aumen.to

- ƒ , - •

Fig. 1.
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dell' energia cinetica puö avvenire sia perche cresce la velocità
dei singoli punti del sistema, sia perché, a parità di velocità, cre-
scono le masse concentrate in quei punti. Ma quando crescono
le masse, allora, nel campo délia gravita, cresce anche 1' energia
potenziale. Pertanto, in questo caso, i teoremi 2 e 3 non indicano,
neppure approssimativamente, come possono variare Ie frequenze.
Tuttavia esistono esempi concreti in proposito : per esempio il pen-
dolo matematico e Ie colonne liquide oscillanti. In tutti e due i
casi la durata delie oscillazioni è espressa da relazioni

< he non dipendono dalla massa in gioco.
Mi propongo, in questa nota, di svolgere alcune osservazioni

suir argomento.

2. Premettiamo alcune considerazioni di carattere dimensionale.
Le due forme — U e % sono dellc stesse dimensioni {MLZT~2) ma
Ie qt, coordinate generalizzate non è detto siano delle lunghezze
(potrebbero, per es. essere angoli, come nel caso del pendolo, od
aree, come nella teoria delle perturbazioni del moto Kepleriano (*)).
Conviene, per ragionare con precisione, dividere, ogni g, per una
grandezza costante delle stesse dimensioni in modo da ottenere al
posto delle q{ un numero puro.

Perciö, indicata con Zo una lunghezza opportun a, lascieremo q{

invariato se è già un numero puro, considereremo g,-/Z0 al posto
di qt se qt è una lunghezza, ĝ /Z0* se qt è un' area etc.

I numeri puri cpsï ottenuti saranno indicati con 6É, Analoga-
mente, fissata una frequenza opportuna cp0 considereremo al posto
di è, i è,/cp0.

Quanto alle aik,bik noi penseremo che anche questi coefficienti
siano ricondotti a numeri puri riportando la parte dimensionale
alle CQstanti A, g (g accelerazione di gravita) e B oltre che ad Zo, cp.

In definitiva scriveremo

S

(*) Alludo alla variabile G nella teoria delle perturbazioni del primo
ordine.

17
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Pertanto la parte dimensionale di V e % è coneentrata nei ter-
mini Agl0, J3Z0

2 <p0* ed è [4] = M, [E] = Jf peröhè [JJ = i , [<pe] = T~>,
[

Le frequenze co saranno funzioni di A, B, g, ï0, cpOj a ü ,
cioè avremo :

w = f{A, B, g, l0, cp ; a a , p€A),

Per il teorema di YASCHY-RIABUCHISKI-BUCKIKGAM si ha

( A
g, 9fW'> «f*, Pi;

e da questa si deduce intanto, fermi restando i valori di ota, pffc :
a) che se si moltiplicano per uno stesso valore tutte le masse,

le frequenze restano invariate,
b) che se si moltiplicano per uno stesso valore p tutte Ie

lunghezze, Ie frequenze restano divise per Vp .
Â questa osservazione si aggiunga :

c) che dal teorema I I di Lord RAYLEIGH risulta subito corne
V aumento di una qualunque $ik ahbassi o almeno non innalzi gli
auto valori,

d) che dal teorema I I I risulta come 1' aumento di una qua-
lunque 0Lifc innalzi o almeno non abbassi gli auto valori.

Quindi

3. L'intéresse delle relazioni a) e b) è limitato dal fatto che
esse si riferiscono ad una variazione uniforme (mentre Ie osser-
vazioni c) e d) non aggiungono nulla ai teoremi già noti). In qual-
che caso tuttavia, è possibile affermare qualcosa di più.

Ed infatti supponiamo, per es., che il sistema in equilibrio
nella posizione Co contenga due masse eguali, che sia simmetrico

Fig. 2.

rispetto ad un piano ^ovviamente equidistante dalle due) e che
cresca solo la massa 1. Poichè una variazione uniforme delle masse
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non modifica gli autovalori cosï V aumento della massa 1 ha lo
stesso effetto che una diminuzione della massa 2. Ma il sistema è
simmetrico: tanto vale aumentare la massa 2 che la massa 1;
dunque 1'aumento della massa 1 ha lo stesso effetto della sua di-
minuzione.

Ciö dimostra che gli autoTalori non si modificano (e che restano
gli stessi anche se si ha una sola massa potendosi diminuire la
seconda fino a farla tendere a zero).

Potrà sembrare poco comune il fatto che si abbiano due masse
uguali senza che tra loro esista un collegamento di carattere ela-
stico, o viscoso o simile. Per esempio un casó comune è che si
debbano considerare due o più masse sopra una trave, con vincoli
fissi (e per fissare Ie idee poniamo che essa sia appoggiata agli
estremi) : allora oltre alle masse interviene un coefficiente di ela-
sticità che caratterizza la reazione della trave e 1' affermazione
précédente non è più vera.

Infatti se due masse, ml, m8, oscillano alle estremità di una
trave, si trova

_ dn[ml -+- ms)

dove d0 è uu coefficiente che rappresenta la reazione della trave
alla forza unitaria (dimension! MLT~~X) (Ofr. per es. FOPPL: Grund-
züge der Technischen Schwingungsléhre. Berlino, 1923).

Se perö si osserva che quando crescono le masse la trave non
sarà più ,in grado di sopportare con la stessa sezione le masse
stesse e la loro vibrazione dinamica e si chiede che, in condizioni
statiche, la sollecitazione resti sensibilmente invariata, (ciö che,
del resto, corrisponde ad imporre che at,ih, $ih restino invariati) al-
lora conviene scrivere

^o ='* f l r (w1 H- mt)

(k numero puro, g accelerazione di gravita) e si constata subito
che w non dipende dalle due masse.

Numerosi altri esempi potrebbero essere dati in questo campo.

4. Puö nascere il sospetto che sia possibile provare non solo
nei casi considerati (che pure hanno una certa ampiezza) ma in
tutti i casi di sistemi vibranti, un'affermazione di invarianza degli
autovalori rispetto a variazioni isolate di alcune masse. Ma è fa-
cile mostrare che una tale conclusione sarebbe falsa.

Por convincersene basta considerare il sistema di due pendoli
matematici a catena, sistema che si risolve facilmente e che ha
due gradi di libertà. La soluzione (cfr. per es. COLE: Theory of
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Vibration for Engineers, Londra, 1950, pag. 63) dà luogo alla se-
guente equazione per gli autovalori:

e quindi agli autovalori

nei qualKè posto
7? P ** = ?

essendo Pl e Pt i pesi rispettivi dei due elementi della catena,
lx> 1%, Ie distanze dei pesi dalle rispettive articolazioni (v. fig. 3).

Facciamo crescere P1 lasciando invariati P2 e le due lungliezze.
Allora R diminuisce e quindi diminuisce

mentre

i i\/i l/i

puö crescere od anche diminuire ; ciö mostra intanto che si puö
disporre di B in modo che una sua va-
riazione porti a far diminuire una fre-
quenza e far crescere 1' altra.

Ma vi è di piu. Suuponiamo di aver
constatato in un sistema generico che per
es., al crescere uniforme di alcune masse m,
cresca anche w1. Poichè facendo crescere
uniformemente tutte le masse, <ox resta
fisso. cosï 1' aumento delle masse ?% è
equivalente ad una diminuzione uniforme
delle rimanenti mk. Quindi wt cresce al
diminuire di mA, cioè c*̂  diminuisce al
crescere di mk. Tanto basta per conclu-
dere che la variazione delle m t, mk, h a

F 3 effetti opposti su w,.
Non sembra dunque possibile stabi-

lire una legge di variazione in un sol senso alterando ad arbitrio
uno dei due sistemi di masse.


