BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

LETTERIO TOSCANO

Funzioni generatrici di particolari
polinomi di Laguerre e di altri da essi
dipendenti.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 7
(1952), n.2, p. 160-167.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1952_3_7_2_160_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito libera-
mente per motivi di ricerca e studio. Non é consentito I'utilizzo dello
stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento
devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://wuw.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1952_3_7_2_160_0
http://www.bdim.eu/

Funzioni generatrici di particolari polinomi di Laguerre
e di altri da essi dipendenti.

Nota di Lerrerio Toscano (a Messina).

Suntoe. - Si stabiliscono generatlrici per particolari classi di polinomi di
LAGUERRE e per aliri ad essi legati.

1. Riferiamoci ai polinomi di LAGUERRE generalizzati definiti

dalle relazioni
X g, AN
L@ =1, Loa)="2" 2

n ! dx’n

zhtag—*,
Sia data 1’equazione in u
1
U=z +h -
%

con z reale positivo e h parametro variabile di modulo minore
z
ai 7.
1 — .
Per la radice maggiore 5 (x + Vz? +- 4h) consideriamo lo svi-
luppo di LAGRANGE

oo hn, dn—l

f0)=1(a) + B, oy g 9@ (@]

con ¢(#)= - e f(u) funzione analitica.

L
w
Posto f(u) = f ure—"du, sestituendo nella derivata rispefto a x

1

dello sviluppo di LLAGRANGE, e facendo h = 2%, si ha (l t| < 1)

1+ V1 + 4f)ett eg(l—\/m
201V 1 + 44

) 3, L (@) =
0

Se si considera 1’ equazione

1
— 2 _
w =2 + hu |h|<4x

1 —_— .
© la sua radice minore 5 (1 — V1 — 4hz), 1o sviluppo di LAGRANGE
t . 1
con o(u)=u?, f(u) _—_fume‘“du, h= Z da (\ i< ;)
N 1—gt—1

(2) o§ "L (a—Hz)(x) — {_1____\/1__' .4_t)_aew \/m—kl .
ot T @t vI— 4t
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2. I due precedenti sviluppi si possono ritrovare seguendo via
diversa (!), che ci consentird successivamente di pervenire ad altri
risultati.

1
Si denoti con f(z, ¢, «) la somma della serie (lt] <1)

o0

n (g—2n)
zon Z Ln * (7;)‘

Si ha
0
%f(x, t, ) =—if(z, ¢, « — 1),
e % — N —a—+1 —«
f(o, ¢, a):%‘," tn< " )—-_—217’1(—2—, 5 — —-4t>,
Ma (%)
1+ V1—=z\—2 1 1 1—V1I—=2\®
e 5202 = (S e et s (5= |
e quindi
£, ¢ oc)_(1+\/1+4t)°‘+1
T Qe VI 4
Allora
o M0, ¢, «
f(z, t, oc):ozn (In—')x"
—ozo (_ t)nf((), t, o — %)x”_ (1 +'\/1 4+ 4t)a+1 eg(l—x/l—{——u)
o n! eV« 4 )

1
A partire dalla serie (\ t] <1)
flz, &, 0‘) = OZOIM t”Ln(O‘*F”)(x)
0

81 ha

2 f (@, b, )= — tf(z, t, u+2)
£0,  0)=3 tn(“ + 2") _ = Vi—4
b b 0 " —

" @tHeV1I—4t ’

(Y) A. ANGELESCO, Sur les fonctions génératrices des polynomes de La-
guerre, « Rend. Accad. Naz. Lincei-Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. », (5) 31 (1922),
Pp. 236-239.

(®) E. Goursar. Sur Uéquation dufférentielle lindaire qui admet pour
intégrale la série hypergéoméirique, « Annales Scientifiques Kcole Norm.
Sup. », (2) 10 — supplément — (1881), pp. 3-142.
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da cui
J— N1=dt—1
oo (__ f)n 2 — —_ -
fla, ¢, ©)= 2‘."( Er70, t" x + 2n) :c":(l Vl_ﬂa o ViFaii1,
0 n! @tV —4t
3. Consideriamo ora la serie convergente (x> — 2)
f(@, t, 9= Zu —————— L,=(a).
0 F(2 +n+ 1)
Si ha
0
— = — 2
—fl@, &, )= — tf(z, t, « +2)
e
n(oc —+ 2n
= " ) 1 o+ 1
flo, & «)=3, = 1F1( s oa+1; 4
L 1) r(se1 2
5+ "+ 3
Per la formula di KuMMER
a4
o+ 1 o Y VA —u
,F,(——2 ;a1 u):[‘(é—&—l)( ” ) ezJ;( 9% ),

= —1, segue

dove J, & la funzione di BesskL di prima specie e i® =
— i\ (-9
— e - -~
f(o, ¢, oc)_e( ; )J%< 7 )

Allora
f, t, =3, 01O he+20)
0 nw!
—e( ) E, G, (=),
t On 1 74 n ;
2
Ma () (¢ =F 2)
ST —2t)_( A Uy —
\;”—'I’b—!—'f%+n( i )T\t w) J%[m\/t(t_x)]’

(?) B. Va~x DR PoL, On the operational solution of linear differential
equation, « The Liondon, Edinburg and Dublin Philosophical Magazine and

Journ. Sei. », (7) 8 (1929), pp. 861-898.
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per cui

@, b = — :Ja[2i\/t(t — )] = —e?t—a L2Vt — )]
[t — )] 2 [t — a7 *

con I, funzione di BesSEL ad argomento immaginario.
2

R

Vale pertanto lo sviluppo notevele (f d=ux)
o0 tn 2t
@) AR L, (o4 (z) = —“*‘;51:[2\/ Ht— a)].
g+m+ [t(t — =)

Per o = 0 si ha uno sviluppo particolare di FELDHEIM (%), mentre
per « = == 1 se ne hanno altri due in cui si presentano le funzioni
iperboliche.

4. Gli sviluppi (2) e (3) si riferiscono agli stessi polinomi
L,e+n){z), e dal secondo si ritorna al primo con wuna trasforma-
zione di LAPLACE.

Infatti (%)

oo tg % e— :—;(p—z—:\/m
/ e~ —— T [2Vi{t — )] dt = -
i (t—a) | PR ey
hd o n -+ 1)
o ot
./ +%+1

(]

dalla (3) si ha

oo oo a
oo 4 FITAS
5 LoAm(@) [ gtng, f > - 1,[2VHE — =) df,
0 F<g+n+1)o 0 (t—:r;}ZE
e quindi
— 2 p—a—y pi—ip)
© I, (a+n)(z) pi“ o2V
%n pn = v _ 4 Z
P4y 24 Vpr—app

() B. FeLDHEIM, Relations entre les polynomes de Iacobi, Laguerre et
Hermite, « Acta Mathematica », 75 (1942), pp. 117-138.

(®) N. W. Mc LacHLAN et P. HuMBERT, Formulaire pour le calcul sym-
boligue, « Mémorial des Sciences math. », fasc. C, Paris, 1941, p. 30.
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1
Sostituendo in questa p con i si riottiene facilmente lo svi-
luppo (2).

5. Inoltre gli sviluppi (2) e (8)si possono considerare quali casi
particolari di uno sviluppo pili generale. Considerata la serie

F, B pr em, t|<t Ll VI—Y Vl_‘l_t,
(3 i 4

0 (——i—ln 1—V1— 4

2 b

introdotta la funzione ipergeometrica confluente

, 0.0 (x, me + n)(f’, ») I
q)n(‘x,57Y:%;U)—m,n(%m_‘_n}’m!n!“'v’ |w|<1, o<1
e il suo sviluppo

(« n) w*
Y, n)ym!*

®(; 85 15 u, v)— e +n, B v+ n; v),

"

=8

—_—

si ha con il precedente procedimento (x> — 2)

(4) %o ) "L, (o) (z) =
L+ Vi—an-2= | . ) - 4zt 1—VI—4\
*< 2 ) Q’[p’p 2’ 2 1’(1+\/1—4t)2’ (1+\/1—4t>]'

t
Per B:g + 1, o facendo = 8 con 8 — oo, si riottengono i due
precedenti sviluppi.
Per ﬁ:% si ha

AL, g) = (——1 —Vi— 4t)“,Fl[°‘ LIPS ]

@) =
2t 27 2 ? (1+\’1—-—4t)2

ox*
0" o -+ 2n

6. In questa seconda parte del lavoro, sfruttando alcuni pre-
cedenti risultati, trovo le generatrici di altre classi di polinomi,
con gli sviluppi (5), (6), (7). I primi due sono stati segnalati —
senza dimostrazione — da ANGELEScCO (°).

(°) A. AnGELESCO, Sur des polymomes qui se rattachent & ceux de M. Ap-
pell, « Comptes Rendus Acad. Sci. Paris » 180 (1925) p. 489.
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a) Siano 4,(z) e B,(r) due polinomi di grado % legati dalla
relazione
d‘n

e“A,(z)== T [e*B..(x)].

Se B,(z) & della classe di APPELL [B’,(z)=mnB,_(2)], posto

7

(0]
2, o Bu(x) = o(t)e”,
0

Sk

|

n
vale
© ¢n 1 i\
5 R —_— — Jpl—t
©) >y A"‘”)*1—t9°<1 - t)e :

Questo risultato formale, a parte le considerazioni che stiamo
svolgendo, si pud ottenere con il calcolo delle differenze finite.

Si ha
mAo(®) m o™ Aalz)

e E el

L’ espressione dentro parentesi quadre & uguale @ o per n =m
e a (— 1)™ per n = m.
Pertanto

AM éﬂ(x_) — B’"(w_)
0! 7 m!’

Cid premesso, con una trasformazione di EvLERO (7) segue

o ¢n ©  A(x) t
» oo f— [aninth St A,
‘6"; n! An(x) - %}r A 0! (1 — t)1+1

I3 2
L g (t YR _ 1 CP( t )el—f'z,
T—ior\i—t) v —1T—3WT—¢

Dimostriamo ora lo stesso risultato esprimendo i polinomi A4, (x)
con quelli di LAGUERRE. Posto
)
” (T>br.v""’

(") L. ToscanNo, Una trasformazione di Pincherle e somma di alcune
serie numeriche, « Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto », 22 (1936).

a3

B, (x) =

>
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si ha

r L(r) (_ x).

» (n
@ =nt 3, (Moo Le- g =m0l
Introdotto I’operatore 6 con la posizione 6b, =b,,, si ha ancora
(r) ot —x— 0
(— x)|by =n![L,(— = )]bo.-

n
A,(x)=mn! l%, por} Lyp_A—

Allora

1 = B 1 e
= pl—t. gl—t P — 1—1
el b°—1__t‘f’(1~t)e

b) Fermo restando il legame tra A,(x) e B,(x), da cui inver
samente
[ee]

1
Be) = gy [ e~ e — v,
0

supponiamo che siano di APPELL i polinomi A4,(x).

Posto
w
%3” w1 An@) = o(t)e
vale
© 2. Bw= 5+ ;o )l 2t_) oF
! 2V1 4+ 48/ "\1 + V1 + 4¢ .

5 (o

A4,(x)

Si ha

1 (o]

B =g & (1 Jor [yt —vr—rd = i, B pen
0

Successivamente

Byo)=nt |3, Lo )|y = [, & — B

z).
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Allora

(o] U

(o]
%ﬂ m B,.(x) — [%:n t.nLn(—‘h.)(_ X — e)}ao

® — 8
(1 1 ) §(—~1+\/1+4t)[ (~1+«/1+4n§]
=l 4+ ——) e e ao
2 7 2Vl + 4t
. (} 1 ) ( 2t >e§(—1+V1Ht)
T2 avi+ &'\t + VI + 4t )

¢) Siano infine i due polinomi A4,(x) e B,(x) legati dalla rela-
zione

4,(@) = m (6" B, (]

e B,(x) sia della classe di APPELL.

Posto
o tn
3. 1 Bile) = e(t)e”
vale
- 1—4 T—at
0§ L= LSV
o m! Vi— &\l Vi—a

Per Y espressione di 4,(x) in funzione dei polinomi di LAGUERRE
si ha

A (x) =(2n)! 2’}: (:)bﬂ'"—’L(z;n- (— x)=n! 2 , L(n—,—r) (— )
= ”!{ P T’L("_H)(_ x)]b — nl[L (n) _ P — e)]b
0
Allora

N A= [ L, <">(—x—e)}b

=48

. 1—/1=8  i—y1—4t

= T _1._4te 1Hy/i—g [el-m/ljt B} b,
ot i-vViTw\ e
VIi—4t\1 4+ VI— &

11



