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Un teoreina di À. E. Ingham sui " Grandi indici ,,.

Nota di CARLA GANDINI (a Milano).

Snnto. - Si dà una nuova dimo^trasione di un teorema di tipo tauberiano-
di A. E. INGHAM per le serie di DIRICHLBT generali, riguardante il
costddetto caso « dei grandi indici •» nel quaïe V intenso aumentare del-
V indice dispensa da condisioni attinenti al coefficiente : la dimostrazion&
si basa su una classica proposizione di G-. H. HARDY e J. E. LIITTLE-
WOOD e segue un metodo già usato da Gr. RICCI; essa ci sembra sent-
plice e naturale.

1. Una interessante Nota di A. E. INGHAM del 1937 (*) è desti-
nata allo studio del cosiddetto « Teorema degli alti indici » di Gk H.
HARDY e J. E. LITTLEWOOD, cioè di quel teorema che in verte il
teorema di ABEL per le serie di DIBICHLET (generali) con la sola

ipotesi relativa alla sucoessione j Xn i degli «indici» (e cio&

- Y ± ^ > c > l ] , che traduce F intenso aumentare degli indici stessL
k 1Il risultato di A. E. IKGHAM contiene la proposizione seguente,

da lui esplicitamente enunciata corne la più espressiva :
« Sia

oo

(1) f (s) — Sn ane~K3
> (0 < \ < X2 < ... ; À n ^ + o o ; an reale)^

i

convergente per ogni s > 0.
Se

(2) ~Y^ —• H- oo pe r n —*• -+- oo

e se /*(s) si mantiene limitata per s —+• 0, allora

lim (ax + a 8 + ... -h ctn) = lim f (s) ».
» —•• -t- oo s—*-0

In questa Nota ci proponiamo di mostrare che l'applicazione
del metodo seguito da GL RICCI (1934) (2) per lo studio dello « scarto
tauberiano » negli insiemi più generali e una classica proposizione
di G. H. HARDY e J. E. LITTLEWOOD (1926) (3) conducono in modo
naturale alla proposizione di A. E. IKGHAM.

(*) « The Quarterly Journal of Mathematics », Oxford Series, vol. &
(1937), pp. 1-7.

(2) « A n n a l i Matemat ica p u r a ed appl ica ta », (4), 13, (1934-35), pp . 287-308.
(3) « P r o c . L o n d o n Math . S o c » , (2), 25 (1926), pp . 219-236, i n pa r t i co -

l a r e p . 225.
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II teorema di Gr. H. HARDY e J. E. LITTLIEWOOD è il seguente
(si conservano le notazioni stabilité sopra) :

Da
f(s) -= 0(1) per s — 0,

segue

Poniamo
.4(0!)= S an, (A(x) = 0 per x < \)

^funzione reale) e domandiamoci :
È possibile scegliere una successione

Xx, X2,..., Xni... (Xn — -+-CX)),

taie che
ïïm A(xn) = ÏÏm f {s) ?

E questa scelta puö essere f atta in guisa che l'ipotesi - ? ^ - * + o o

oonsenta di sostituire al tendere x —- -4- oo lungo la successione
JGX, x%)..., xn%..., il tendere x —* -h oo lungo tutto il semiasse reale
positivo ?

Yedremo che tutto ciö è possibile.

2, Cominciamo con l'bosservare che l'ipotesi (2) —^ —~ -+- oo,
porta di conseguenza

pertanto la funzione A(x) si mantiene costante per tratti (X„, ̂ «
di ampiezza relativa, che tende ail'infinito.

Poniamo

<(punto medio del tratto), allora eyidentemente

Mssato c > l , per F ipotesi (2) risulta

-f̂ 1 > c (> 1), per n ^ nQ(c)
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e quindi anche
c —1

K+l ~ Xn = Vn-K>Xn* ~ ï

c ^
Pertanto, fissato JET— ^ a partire da un certo xno in poi,

tutto l'intervallo
xn, xn(l + H)

si trova interno al tratto corrispondente (Xn, Xn+1); anzi possiamo
af ferm are che:

Per

nel!' interyallo

(3)

cade al più un solo punto \ l t

Per il teorema di Gh H. HABDY e J. E. LITTLEWOOD sopra ri-
cordato, è

e quindi l'unico salto neirintervallo (3) è limitato.
Possiamo dunque affermare che:

esistono due numeri positivi H, K tali che per ogni

0 ^ x ^ y ^ «H1 -+- H),
risulta

| A(y) - A(x) | < K.

Sono pertanto verificate le ipotesi di un lemma di T. YIJATA-

EAaHAVAK che afferma (4)
A(x) = 0(1) per x — -4- oo.

3. Scriviamo f (s) sotto forma di integrale:

m—\
= lim j 2n4(XJ(e-V - e-K+f) -H ̂ (XJe-^i» | -

ln+1
m - 1 f ƒ

= l im S n >1(X J s e~sudu = s ƒ e~SM

W^.+OO 1 J J

(4) Per taie lemma, che richiede ipotesi di tipo soltanto unilaterale, vedere
T. YuAYARAÇHAVAN, « Journal London Math. Soc. », 1 (1926), pp. 113-120;
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Sappiamo che esiste K% taie che

[ A(x) j < K% (per ogni x > 0)
e poniamo

(4) lim f {s) — A db s H.

Si tratta di dimostrare (nell' ipotesi -y^1 — -+- oo) che
An

_— _ 1
l im . -A(sîj — jfiL -J— x i4.

È evidente che, per il teorema diretto (del tipo di ABELI), gli estremi
oscillatori di A(x) comprendono quelli di f (s) e pertanto basta di-
mostrare (limitandoci da una sola parte) che

ïïm A(x)<LÏÏài /(s).

Procediamo per assurdo e supponiamo che esista un numero
h ;> 0 (indipendente da x) taie che

ÏÏ5i A(x) > A -H l O *-2h.

Si indichi con (X) Tinsieme dei punti, per i quali si ha

(5) i ( a ; ) ^ i + ^ + fe;

essendo A(x) funzione a scala, questo insieme (X)* è costituito da
infiniti tratti (£, y\) e l'ampiezza relatiya di questi tratti tende al-
l'infinito; cioè detta (llf y]^ (lt, y\t),.... la successione dei tratti,
risulta-

esso è stato rilevato e dimostrato da J. EARAMATA, « Mathematische Zeit-
schrift », 37 (1933), pp. 582-588; vedere anche G. RICCI (nota citata). Ke
riporteremo qui l'enunciato:

-t-oo

« Sia f (s) ~sfe-~suA(u)du convergente per ogni s]>0 e sia A(y) —
0

— ii(off)> — K per 0<x^y<kx(l + H) (H e K indipendenti da aï e y);
allora da

f (s) = 0(1) per s ~ 0,
segue

A(x) — 0(1) p«r a? — + oo >,
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Int roduciamo la seguente funzione aus i l iar ia :

— K% per x fuori di (X),

i + 9O + /î per x appartenante a (X)?

3 poniamo

G(s) = sJe~suB(u)du;
o

ne segue

(6) G(s) < f (s).

Suddividiamo il semiasse reale positiro in tre parti e conside-
riamo i tre integrali corrispondenti

Gys) = s | Je~suB{u)du -h ƒ e"suB{u)du -*-f e-suB(u)du j ;>
o I -o

I *° L 1 ) + 0 °
> — sK2fe-sudu -h s fe~sudu \A + % O H- 7t — s^T2 / e~SMdu =

o ê *n

Si scelga adesso una successione di Talori sly s2,... snS... taie
€he si abbia

*„ — 0* sJn — 0, snTï„ - + O O , per n — -t- oo ;

per esempio sw = (5nïin;-M..
Con questa scelta risulta

1 — e~anK —+ 0, e~3n^n — e""*»71* —- 1, e""8»71» — 0 per w ^ + o o ,

Dalla (7) :

Gr(sn)>i + s f i + f e + o(l) per w - * + o o .

Quando n —*- H- OO,

x ^* -h oo, s'w(X) ed sn - • -+- 0 ;

ora, se si considéra la successione

si puö affermare che :
se si ammette che esista un insieme (X) di valori x, per cui
Taïga la (5), si deve pure ammettere Fesistenza di una successione
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j sn |, con sn -— 0 per w — -+- oo, per cui si verifichi :

ovvero, per la (6),

G-(sn) >A-h^Ü-^h-h o(l) per sn — 0,

f(sn) >^l-+-2^-h^-H o(l) per sn — 0,

contro la (4).
Si conclude che

îïm A(x) = A -+- ̂  O.

Analogamente si procède per dimostrare che è pure

lim A(x) = il — g H.
se—^H-QO

II teorema di A. E. IKGHAM risulta cosi dimostrato.


