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Sul comportamento asintotico degli integrali di una classe di
equazioni differenziali non lineari.
Nota di Tristano MANACORDA (a Firenze).

Sunto. - S dimostra che, sotto opportune ipotesi, tutte gli integrali del-
U equagione differenziale: x''(t) 4+ x(t) = ¢(t) 4 f(t)g(x) dove il termine
perturbativo non lineare é il prodotto di una funsione del tempo per
una funzione del posto, e alla quale si collegano parecchi problemi di

meccanica non lineare, tendono asintoticamente all’ integrale generale
dell’ equazione lineare: x'(t) + x(t) = o(t).

1. Sia data 1’equazione differenziale non lineare
1) ®"(8) + a(t) = ¢(t) + f(t)g() ,

in cui f() e ¢(¢) sono funzioni continue di ¢ per {,<<?{ <<oco, e la
funzione g(x) soddisfa alle condizioni:
g(x) ® lipschitziana per ogni x

@) | gloes) —gly) | <]y — 1, — o0 Xy, Xy <<+ 003
3) 9(0)=10;

g. (@) = dg/dx & limitata per ogni x e lipschitziana
(4) |- gacl(x) ! < k, ] gx’(wz) - ga:’(wl) | <m ! Xy — Xy I .

Supponiamo poi che la funzione f(f) soddisfi alle condizioni :

QQ
5,) f(s)ds = lim / f(s) & convergente;

T—sc0
(5,) t[ dv

/f Yds

ed infine che la funzione ¢(f) sia tale che I’equazione lineare

®"(t) + o(t) = ¢(t) ,

ammetta un integrale particolare limitato con la sua derivata
prima per ¢{>>1%,, di modo che anche V’integrale generale x(t)
della (6) & limitato con la sua derivata prima

< oo,

(7) | 2o(t) | <1y, |2y'() | <ky, t=t, l, e k, costanti.
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Vogliamo allora provare che con tutte queste ipolesi ogni inte-
grale della (1) ha la forma asintotica :

@®) wlt) = x(f) + e(t),

con lim ¢(f) =0, cioé la (1) & asintoticamente lineare.
t—eo00

2, Per le ipotesi (5) hanno significato, per {=1{,, le funzioni
Q0 [ee]
©) F(t)=ff(8)d8, G(t)= max | F(s) |, H(t)Z[lF(S)Ids,
{ t<s<oo {

le quali tendono a zero per {-—oco, e delle quali G(f) e H(t) sono
funzioni non crescenti di {.
Si considerino ora le equazioni integrali:

(10) x(t) = x(t) + [ F(s) { gl«c) cos (¢ — 8) — g,/ (@)x'(s) sen (£ — s) i ds,
t

(11) Z'(t) = x,/(t) — F ()g(e) —

— [ F(s) i g(x) sen (t — 8) + g,/ (x)x'(s)cos (t —s)ids,
i

delle quali la seconda, ammesse le lecite operazioni, & ottenuta con
una derivazione della prima. B facile convincersi che ogni solu-
zione delle (10), (11) soddisfa anche alla (1).

Per ogni soluzione x,f) della (6), cioé per ogni coppia di valori
attribuiti alle costanti arbitrarie che figurano in x({), costruiremo
una soluzione delle (10) e (11) col metodo delle approssimazioni
successive.

Poniamo a questo scopo

10,,) %=, +f17’(s) | glx,)cos (t — 8) —g,'(ac,)x,'(s)sen (! —s)| ds,
i
(114) Tny = @, — Fbigl,) —
— f F(s){g(x,)sen (t — s) + g.(x,)x,(s)cos (t —s)|ds, n=0,1,...
¢

Proviamo che le (10,,,) e (11,,,) definiscono due successioni
delle quali la seconda ottenuta per derivazione dalla prima.
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Ricordando le (2), (3) e (7) si ha
(oo}

(12) @ —a| <[ 1F6)] 19|+ |2 @) | |1 ds < [, + Kk H(f),
t

da cui

(13)) P, | < 1+ [l + kb JH(H) =3,(),

e la funzione %,(f) & non crescente con I e tende ad I, per ¢ — oc.
Analogamente

(14,) |2 — a0, | < UG (E) + [Uy + Kk JH(E)

da cui

(15,) |20, | <o+ Uy G(E) + [U + Ko JH (2) = $,(?)

e Y,(f) & funzione non crescente di £ e tende a k, per { — co.
Si trova facilmente in generale che, posto:

(16) Sutaill) = by + [3.() + By, (OIH(T),
YD) = ko + I3, () G(E) + [15,,(8) + K4 (]H () ,

con le %, e ¢, funzioni non crescenti di ¢, Sy=1,, Y, —=k,, si ha

(12,4.) | @y — 2y | < [15() + b (O]H (D) ,
(13.41) | gy | < S0inld),

(140) | gy — ) | IS, (G + [I5.() + Ry, B1H D) ,
(15,4.) | Bngr | < $oaal®) -

Ammesse vere infatti le (12)-(15) per I’indice %, per I’indice
n + 1 si ha

[ee)
|Fars =20 | < [ 1 F6) 1712 |+ 2’| ds <
t

< [1F@ 115,60+ Bhuio) 1 ds,
i

e per la non crescenza delle %, e ¢,
P 2y — 00 | S[I5.( + E.(0]H(D)

e analogamente per le altre disuguaglianze. Le (10) e (11) defini-
scono quindi effettivamente due successioni, delle quali la seconda
¢ ottenuta per derivazione della prima.

Le successioni |%,} e |{,| sono successioni non decrescenti
con #. Si ha infatti, per le (13,), (15,) e (16), 5, > %,, ¢, >, per
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t=>1,, ed in generale:
17 T 2y b =Y

Ammesse infatti vere le (17) per I’indice n, per quello n + 1
si ha
S = o + [I3,(8) + kG (OJH (@) = 1, + |15, () + By (OJHO = ,(2),

e analogamente per Y,,,.
Segue dunque che le successioni |%,! e {{§,| ammettono limite,
e detti 3(¢) e ¢(f) i due limiti si ha

(18) Sa(t) < 3(1),  dalt) < WP, n=0,1,...

8. Occorre ora mostrare che le successioni {x,,,! e ;x;,_,_,g
definite dalle (10) e (11) sono convergenti. Avendosi
n
Ly gy = Ly + % [®har - 2],
e analogamente
7 »n !
Ty =2, + ? (541 — 24"]
basta dimostrare la convergenza della serie:
© e} , ,
19) :)2. [rer — 2] © 2 [mr,, —a].
U
Si ha, per le (12,) e (14))
(19,) [ —ay | < [U, ¢ kko]H(f) = n,(P)
(20) fae) — ' | < U, G(E) + ny(f) = o),

e le n, e w, sono funzioni non crescenti di {. Si ha poi
(o]
e, —, ‘_<_/ | F(s) | 1] 2y —a | + | ga'loe))®) — g (aco)y” | | ds.
¢

Ora si ha in generale

gm,(xu)xn’—ga:/(xn—l)x;l—l :gx,(xn)[xnl - x:"—l] + x’”—l [ga‘,(xn)—gx,(xn—l)]’
onde per la (2)
(20) | g/ @00 — 8 (@0 )ny | < T 20— iy | + | @y [ 10 ] 2 — By |
Si ottiene cosi:
(19,) |y — 2, | <4 [T+ mdy()]n,(F) + kw, () } H(E) <
<[+ m(t) + k] H(tyn, + IGE)H (t)l, = na(t)
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Posto per semplicita:

21) [0 x&+my(O}H{) =), IGHHE) =B,

si ha dunque

(19,) [y —w, | << ny() = o{t)n,(8) + B(E)T, -
Analogamente :

(20,) [y — ) | << 0ylt) = 1G(E)0,(8) + nyft) -
Si pud facilmente provare per induzione che & in generale;

19,4 | Zugr — @ | < M) = 2P0 (E) + B(E)nu—i(?),

@0.0) | B =2 | < 0ult) = 161D + 1),

Sard dimostrata la convergenza delle due serie (19) ove venga
[ee] oo
dimostrata quella delle serie Y =,,, e Jw,, .
0 0

Siccome per le (20,,,) ogni u,,, si esprime linearmente me-
diante le 1,,, con coefficienti indipendenti da =, basta provare la
convergenza della serie a termini positivi Xn

Ora, per le (19, ) si ha:

n4-1*

n—2

2 s =) S mas 4 BOS 10+ B
per cui
@) [L—alt) - O] 3 o=
= BBy + [=(t) + BO)In, — «(B)rnger — B0 ga + 7] -

Siccome & lim «(tf)= lim §(f) =0, pud supporsi che per t=1,
sia [1 — () ——;3-(;;]002 az >t6.0¢; costante. Si ottiene cosi dalla (22)
B()yno + [x(t) + B(E)Im,

a2

@3) § Basalf) <

)

[ee]
€ quindi la serie a termini positivi X n,,,, avendo le sue somme
1

parziali limitate, & convergente per ogni {>1t,. Hssa & anche
uniformemente convergente. Scelto un ¢ >0, si pud infatti tro-
vare un ¢, tale che per ogni { =1, sia

BlE)n + [:tt) + B(E)]m,
dl

< e
e quindi anche, per la (23},

©
Iy = Bu(f) <o. t=1,.
n
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oo
Risulta cosl provato che la serie X4,,, & convergente unifor-
1
memente, e sono quindi anche convergenti uniformemente le due
o) x ,
serie x, -+ 2 [y, — €] © 2y + 2 [Xny, — x,']. Di queste, la se-
0 0
conda & ottenuta dalla prima derivandola termine a termine, e-
Sl 7
per la uniforme convergenza della serie wx,’ + J[xr,, — x.'], se
0

z(t) & la somma della prima serie, la somma della seconda & x'(f)..
Nelle (10,,,) e (11,,,) tenuto conto delle (5,), (2) e (20), si ha che
& lecito passare al limite sotto il segno di integrale, e quindi x(f).
rappresenta una soluzione della (1) e z'(f) la sua derivata.

Dalle (12) e (14) si ba poi, passando al limite per % — oco.

| 2 (8) — a5, (8) | < [I3(8) + R(D)]H (),
| 2'(8) — a0’ (8) | < IS(8)G(E) + [I5(F) + kY] H(H),
per cui

(24) Jim fa(t) — aft)] = lim [af(t) — @/(B] =0,

Le (24) mostrano che {ad ogni scelta di «(f) corrisponde una
differente «(f), e quindi la nostra proposizione rimane completa-
mente provata.

4. Le condizioni (4) possono sembrare pih restrittive di quanto-
non lo siano in realth. Effettivamente per parecchie equazioni
non lineari del tipo (1) che sono state fin qui studiate, le condi-
zioni (4) non sono soddisfatte perché i termini mon lineari pro-
vengono da sviluppi in serie di funzioni le quali soddisfano invece
alle (4). Ad es. il teorema qui dimostrato si applica all’ equazione

(25) a2 +x=79()+ x| V1+ 2,

che si riferisce ad una questione meccanica notevole e da me gix
studiata con altre ipotesi ('); mon & valido invece per I’ equazione,.
comunemente riportata, che si ottiene dalla (25) sviluppando in
serie la radice del secondo membro e trascurando i termini di or-
dine su};eriore al terzo in .

(1) Sopra una equazione differenziale non lineare della dimamica del
punto. « Rend. Ist. Lomb.»> €0, (1947), pp. 85-98. Cfr. anche, Vibrazioné
forzate in un particolare sistema oscillante non lineare, « Lincei Rend. »,.
(8), 4 (1948), pp. 557-561.



