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Sul comportamento asintotico degli integrali di una classe di
equazioni differenziali non lineari.

Nota di TRISTANO MANACORDA (a Mrenze).

Santo. • Si dimostra che, sotto opportune ipotesi, tutti gli integrali del-
Vequazione differentialen x"{t) -Hx(t) = <p(t) -4- f(t)g(x) dove il termine
perturbativo non lineare è tl prodotto di una funzione del tempo per
una funzione del posto, e alla quale si collegano parecchi problemi di
meccanica non lineare, tendono asintoticamente all'integrale generale
delVequazione lineare: x"(

1. Sia data Y equazione differenziale non lineare

(1) *"(*) + *(*) = # ) + f(t)g{x),

in cui f(t) e y(t) sono funzioni continue di t per I 0 < i < o o , e la
funzione g(x) soddisfa alle condizioni :

g(x) è lipschitziana per ogni x

(3) öf(O) = O ;

gj{x) — dg/dx è limitata per ogni x e lipschitziana

Supponiamo poi che la funzione f(t) soddisfi alle condizioni :

oo T

(5.) lt(s)ds^ lim lf(s)ds è convergente;

oo oo

(5t) f dv\ ff{s)ds < o c ,
J I J

t V

ed infine che la funzione <p(£) sia tale che 1' equazione lineare

ammetta un integrale particolare limitato con la sua derivata
prima per t > t0, di modo che anche Y integrale generale xo(t)
della (6) è limitato con la sua derivata prima

(7) | xo(t) | ^ ï 0 , | Xt(t) | <fc0» t>hi h e K costanti.
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Yogliamo allora provare che con tutte queste ipotesi ogni inte-
grale della (1) ha la forma asintotica :

(8) x(*) = *„(*) + *(*),

con lim e(t) = 0, cioè la (1) è asintoticamente lineare.
t -OO

2. Per Ie ipotesi (5) hanno significato, per t>t0, Ie funzioni

oo oo

(9) F(t) = ff(s)ds, G(t) = mai | F(s) \ , H(t) = f \ F(s) \ ds ,
J t^s<oo JJ

Ie quali tendono a zero per t —~ oo, e delle quali 6r(̂ ) e JÖT(̂ ) sono
funzioni non crescenti di t.

Si considerino ora Ie equazioni integrali:

oo

(10) x(t) = xQ(t) H- JF{s) i g{x) cos (* — s) — gj(x)x'{s) sen (* — s) \ ds,
t

(11) x'{t) = x.'(t)-F{t)g(x)-
oo

— i J?*(s) j g(x) sen (* — s) +- gJixjx'is) cos (i — s) | ds ,
't

delle quali la seconda, ammesse Ie lecite operazioni, è ottenuta con
una derivazione della prima. È facile convincersi che ogni solu-
zione delle (10), (11) soddisfa anche alla (1).

Per ogni soluzione xo\t) della (6), cioè per ogni coppia di ralori
attribuiti alle costanti arbitrarie che figurano in xQ(t), costruiremo
una soluzione delle (10) e (11) col metodo delle approssimazioni
successive.

Poniamo a questo scopo

00

(10M+ J xn+ l = x0 -h ! F{s) | g(xn) cos {t — s) — gx\xn)x^(s) sen (t — s) j ds,
t

(lln + 1) Xn^-i : = Xo — J? (t)g(Xn) —
00

— / F(s) 1 g{xn) sen {t — s) -4- gj{x^x^{s) cos (t — s) \ ds , n = 0, 1,....

Proviamo che Ie (ÏO^J e (lln^ x) definiscono due successioni
delle quali la seconda ottenuta per derivazione dalla prima.
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Eicordando Ie (2), (3) e (7) si ha

(12,) | », - x, | < J | F(s) 11 gix.) | -t-1 gm\x.) \ \ xt' 11 ds < [ ll0 -f- kka]H(t),

da cui
(13J i *x I < h + [«o

e la funzione ,̂(£) è non crescente con t e tende ad Zo per ^ —* oo.
Analogamente

(14,) | a?/ - x0' | <
da cui
(15,) | * / I < *o + «

e ĵ(̂ ) è funzione non crescente di £ e tende a fc0 per £ — oo.
Si trova facilmente in generale che, posto:

(16) s„+1(*) =
Wi(') = *. + l

con Ie SM e „̂ funzioni non crescenti di t, %0 = l0, ^0 ^ &0, si ha

(12B+1) I * n + 1 - ^

(13,.+,) I

(14,^0 | x'„+1 -xa'\<

Ammesse vere infatti Ie (12)-(15) per l'indice n, per l'indice
n •+- 1 si ha

1*.+,—

0

< ƒ
e per la non crescenza delle ^sn e

e analogamente per Ie altre disuguaglianze. Le (10) e (11) défini-
scono quindi effettivamente due succession^ delle quali la seconda
è ottenuta per derivazione della prima.

Le successioni j Srn j e j <]>n j sono successioni non decrescenti
con w. Si ha infatti, per Ie (13,), (15,) e (16), Sf,>5r0, ^, > ^0 per
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> e(* *n generale :

Ammesse infatti vere Ie (17) per l'indice n, per quello n -+- 1
si ha

e analogamente per ^«4^.
Segue dunque che Ie successioni \1sn\ e \tyn\ ammettono limite,

e detti %(t) e ty(t) i due limiti si ha

(18) *„(*)<*(*), Ut)<W), n = 0, 1,....

3. Occorre ora mostrare che Ie successioni | xn+l | e j xn_hl \

definite dalle (10) e (11) sono convergenti. Avendosi
n

œ«+i = #0 •+• 2 [aîfc+1 - xK],

e analogamente
f n !

0

basta dimostrare la convergenza della serie :

(19) S K + i ~ xk] e 1 V
0 o

Si ha, per Ie (12J e (14J

(19,) I x, ~xQ I < [H, • fc
(200 i Xl' - < I < ^o^(^)

e Ie v)1 e tOj sono funzioni non crescenti di t. Si ha poi
00

! x% - xx • , < ƒ I JP(8) I I ï I ̂  — as0 H - I fc'^)»/ - fc/fo

Ora si ha in generale

onde per la (2)

(20) I gj(xn)xn
f— ^ K - i )

Si ottiene cosï :

(192) I xt - xx I < I
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Posto per semplicità:

a(t), lG{t)H(t) ==

«i ha dunque

Analogamente :
(30.) ! .x%' - x,' | <£ «,(«)

Si puö facilmente provare per induzioue che è in generale ;

Sara dimostrata la convergenza délie due serie (19) ove venga
00 OO

dimostrata quella delle serie 2S yh^l e S o ) H l .
o o

Siccome per Ie (20^!) ogni OJW4_J si esprime linearmente me-
ndiante Le VĴ Ĵ con coefficient indipendenti da n, basta provare la
•convergenza della serie a termini positivi Svj„+1 .

Ora. per Ie (19W4.,) si .ha:
n n—X n—2

S iu+ i = «(*) S I Ï A + 1 -f- p(«) S
0 0 0

per cui

422) [ ! -«(<)- M*)]|

Siccome è litn a(t) = lim ${t) = 0, puö supporsi che per t > t0
i—»-oo t—-oo

[1 — %(t) — p$] ^ (I2 > 0. d costante. Si ottiene cosï dalla (22)

oo

e q-uindi la serie a termini positivi S^U-M, avendo le sue somme
i

parziali limitate, è convergente per ogni t ;> t0. Essa è anche
uniformemente convergente. Scelto un o- > 0, si puö infatti tro-
vare un t1 tale che per ogni t^t^ sia

e quindi anche, per la (23),
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oo

Hisulta cosï proyato che la serie Svi„+1 è convergente unifor-

memente, e sono quindi anche convergenti uniformemente le due
OO 00 f

serie xQ •+- 2 [xk^1 — #*] e xa' -*- 2 [xn+x — xk
f]. Di queste, la se-

o o
conda è otteimta dalla prima deriyandola termine a termine, ê

oo ,

per la "uniforme conTergenza della serie x0'-f-2> [£e&+1 — xn
f], se

o
x(t) è la somma della prima serie, la somma della seconda è x'(t).«
Nelle (1OW+1) e (llw+1) tenuto conto delle (5g), (2) e (20), si ha che
è lecito passare al limite sotto il segno di integrale, e quindi x(t}<
rappresenta una sohizione della (1) e x'{t) la sua derivata-

Dalle (12) e (14) si ha poi, passando al limite per n — oo.

x(t)- x,(

| x'(t) - x0' (t) I < h(t)G{t)

per cui

(24) lim [x(t) — «,(*)] = lim [x'(t) - x„'(t)] = 0 ,
<—-»-O0 t—^00

Le (24) mostrano che 'ad ogni scelta di xo(t) corrisponde una
differente x(t), e quindi la nostra proposizione rimane compléta-
mente provata.

4. Le condizioni (4) possono sembrare piu restrittiTe di quanto-
non lo siano in realtà. Effettivamente per parecchie equazioni
non lineari del tipo (1) che sono state fin qui studiate, Ie condi-
zioni (4) non sono soddisfatte perché i termini non lineari pro-
vengono da sviluppi in serie di funzioni Ie quali soddisfano inyece
alle (4). Ad es. il teorema qui dimostrato si applica all' eqnazione-

(25) x" -+- x = <p(Q -+- f(t)x I V i -+- ie2,

che si riferisce ad una questione meccanica noteyole e da me
studiata con altre ipotesi J1) ; non è yalido invece per V equazione^.
comunemente riportata, che si ottiene dalla (25) sYiluppando in
serie la radice del secondo membro e trascurando i termini di or~
dine superiore al terzo in x.

(l) Sopra una equasione differenziale non ïmeare della dinamica del
punto. « Reiid. Ist. Lcmb. > ÉO, (1947), pp. S5-98. Cfr. anche, Vibrazioni
forzate in un partiiolare sistema oscillante non liweare, « Lincei Eend. »r

(8), 4 (1948), pp. 557-561.


