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Sulla possibilita di costruire parallelogrammi chiusi
in alcune varieta a torsionme.

Nota di Franca Grairr (a Milano).

Sunto. - Si collegano le recenti considerazioni di BoMPIANI sul tensore di
torsione con i due tipt di frasporto parallelo usati da BINSTEIN nella
sua ultima teoria unitaria.

8t osserva che questi due tipi di trasporto, successivamente usati,
permettono la costruzione di parallelogrammsi chiusi in spazi a torsione
e si fanno alcune considerazioni geometriche in proposito.

1. Recentemente BoMPIANI (}), prendendo in considerazione uno
spazio a connessione affine asimmetrica di componenti :

1) Ly, =T, + S ¢ Sii (%)

ha messo in evidenza il significato del tensore di torsiome Sii’,
ottenendo il seguente risultato: il trasporto parallelo di un vettore
di componenti { da un punto x* a un punto x' + dx’ infinitamente
vicino, si pud interpretare come il risultato di una doppia opera-
zione sul vettore; e precisamente :

a) si applica al detto vettore una centro-affinitad infinitesima
che lo muta in un vettore ¢ nel modo che verra sotto specificato;

b) si applica al vettore & cosi ottenuto il trasporto parallelo

da x' a x' + da’ secondo la connessione simmetrica associata.

(!) Cfr. B, Bompiani, Significato del tensore di torsione in una connes-
sione affine, <« Bollett. dell’ U. M. 1. », (3), 6, (1951), 273.276.
(?) In questa notazione, con I}, si indicano le componenti della connes-

5 . ) R )
sione simmetrica associata a quella data: I¥j = Liy;, :Q(L’l;,—i— Liy)
mentre con Si’ si indicano le componenti del tensore di torsione della
connessione data: Sih?= L[ =3 (L%, — Ly %) La locuzione di connes-

sione simmetrica associata & dovuta ad Ex. BorrororTI, Sulla geometria
delle varieta a connessione affine. Teoria invariantiva delle trasformaziont
che comservano il parallelismo, « Ann. di Mat.», (1930), (4), VIII, p. 53-101,
n. 3. La connessione simmetrica associata e quella coniugata sono gia
considerate nell’altra Memoria di ENEA BorToLOTTI, Parallelismo assoluto
nelle varietd a connessione affine e nuove vedute sulla relativitd. « Mem.
Acc. Scienze di Bologna », (8), t. VI, (1928-29), p. 45-56.
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La centro-affinita & individuata dal tensore di torsione e dal
sistema di differenziali dxi, ed & rappresentata dal tensore doppio:

2 3, — Sir‘dat
essa muta il vettore £» nel vettore £ secondo la formula :
(3) & =§(3, — Sinida?) ().

T evidente che lo stesso tensore di torsione e lo stesso sistema
di differenziali individuano un’altra centro-affinitd, che &, come
la prima, infinitamente vicina all’identith: essa & rappresentata
dal tensore doppio:

(4) 86, + Sipida’ = ¥, — Siydac’.

Essa & la centro-affinitd inversa della precedente perche il
suo prodottr con la precedente da l’identita, a meno, naturalmente
di infinitesimi di ordine superiore al primo. Si ha infatti per la (3).
limitandosi, come sempre, ai termini di I° ordine:

£ =E(3," + Sgitdar) = 03,7 = F".

Mentre alla prima centro-affinith e alla connessione simme-
trica associata corrisponde il trasporto parallelo di un vettore
dato dalla:

(5) dtf = — Liytrda?

alla seconda ed alla stessa connessione simmetrica precedentemente
considerata, corrisponde un altro trasporto parallelo individuato
dalla stessa connessione usata con indici scambiati L?,; e cio&
dalla connessione coniugata della data.

La connessione coniugata ad una data e le sue relazioni con
questa e con la connessione simmetrica associata sono state am-
pliamente considerate da Exrea BorrovrortI (L. ¢.).

I trasporti che ne derivano sono considerati di nuovo nell’ ul-
tima teoria di BINSTEIN, e sono necessari per lo svolgimento della
stessa, costituendone una delle premesse sulla quale essa & impo-
stata. Hssi vengono distinti mediante due segni diversi:

B = — LiBdat; @~ = — L, Brdat ().

(3) Con &, vengono indicati i simboli di KRONECKER; essi hanno il
valore 1 per ¢=~h il valore 0 per i==Fk; la centro-affinitd individuata
dal tensore (2) & percid infinitamente vicina all’identita.

(4) Nelle notazioni di BINSTEIN i coefficienti di connessione L?j;; ven-
gono indicati con T, la loro parte simmetrica con %, ed il tensore di
torsione con I'fy;. -
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2. X noto che in uno spazio a torsione, se si comsidera un
punto ¢ (che indicheremo con P), due vettori infinitesimi spiccati
da esso, dx' e dx’ (che indicheremo con dP e 3P), trasportando
parallelamente dP lungo 3P e 8P lungo dP, gli estremi dei due
vettori cosl ottenuti non coincidono e quindi il parallelogrammo
cosl costruito non si chiude.

Infatti le coordinate dei punti ai quali®si arriva trasportando
dP lungo 3P e 3P lungo dP mediante il trasporto parallelo defi-
nito dalla (5), sono rispettivamente :

1) xf + doa' + Szt + do') = a* + da’ + 32! — L), dac"dact
2) af + 3xt + d(x + da?) = a? + Suet + daet — Ly, dctdxch.

Essi sono tra di loro distinti per la asimmetria dei coeffi-
cienti L%, .

K noto anche che, se si eseguiscono le stesse operazioni con
la conmessione simmetrica associata, i punti a cui si arriva coin-
cidono, perche i due ultimi termini delle 1) e 2) sono eguali
quando a L?, si sostituisca I'/;,. Dunque la mancata chiusura del
parallelogrammo infinitesimo & dovuta alla centro-affinitd che si
applica in P all’uno ed all’altro dei vettori, prima di eseguire il
trasporto parallelo con la connessione simmetrica associata.

Naturalmente, quanto & stato detto per la connessione asimme-
trica L%, , vale per la sua trasposta; se, servendosi di essa, si
ripetono le operazioni precedenti, si arriva ai due punti distinti:

3) ' + dx! + 3(af + da’) = x' + da’ + da' — L), datdac”
4) @ + ' + dfo? + Ba') = w® + Bt -+ da® — Ly, decdat.

St pud perd osservare che, se si trasporta dP lungo 3P me-
diante il I° tipo di trasporto parallelo e 3P lungo dP mediante
il I1°, il parallelogramma si chiude
e si arriva ai punti coincidenti
1) e 4). Cid equivale infatti ad
applicare in P al vettore dP la
centro-affinitd (3) e a 3P la cen-
tro-affinith inversa (individuata
dal tensore (4)) e poi trasportare
i vettori cosl ottenuti con la con-
nessione simmetrica associata.

Naturalmente le stesse consi-
derazioni valgono per i punti 2)
e 3) in cui & solo scambiato 1’ufficio dei due tipi di trasporio
asimmetrico.
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3. Queste operazioni si presentano spontanee negli spazi di
EINSTEIN, nei quali, come & gid stato detto, i due tipi di trasporto
vengono indicati con i segni — e + applicati agli indieci.

Per avere una imagine geometrica di questa specie di polariz-
zazione nella derivazione introdotta da EiINSTEIN, consideriamo un
elemento superficiale individuato dai due vettori infinitesimi dP
< 8P, e distinguiamo su di esso due faccie: una che chiamiamo
positiva 1’ altra che chiamiamo negativa.

Imaginiamo che sulla faccia positiva il trasporto parallelo sia
quello indicato con il segno + e che sulla negativa il trasporto
parallelo sia quello indicato con il segno -—; se si trasporta il
vettore infinitesimo dP lungo 8P e $P lungo dP sopra una stessa
faccia, i due punti ai quali si arriva non coincidono, come in una
qualsiasi varietd a torsione; ma se si trasporta 3P lungo dP sulla
faccia positiva e dP lungo SP sulla faccia negativa, i due punti
a cui si giunge coincidono ed il parallelogramma si chiude; lo
stesso avviene se si trasporta dP lungo 3P sulla faccia positiva
© 3P lungo dP sn quella negativa.



