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Su un eriterio del Dini di conYergenza uinforme.

Nota di MATJRO PICOXE (a Eoma).

Sunto, - Si dà una condizione necessaria e sufficiente per la convergenza
uniforme di una successions di fuwzioni definite in un insieme elemen-
tare di uno spazïo di HAUSDORFF, aventi ciascuna coinsieme in uno
spazio metrico.

È ben noto, ed utilmente applicato in Analisi, il seguente eri-
terio di convergenza uniforme del DINI :

Se una successione j fn(x) | di funzioni reali délia variabile reaîe x,
continue in un intervallo (a, b), chiuso e limitaio, converge ivi,non
decrescendo^ verso una funzione continua, la convergenza è uniforme
welV intervallo.

Sia j fn{x) \ , u m successione di arbitrarie funzieni reali délia
variabile reale x, definita nelF arbitrario intervallo (a, b) e sia f(x)
un' altra taie funzione. Posto

(1) Pn(x)=\f(X)-fn(x)\+~,

supponiamo che si abbia

l im fn{x) = f(x),

uniforme mente in (a, 6). Si avrà pure, allo stesso modo,

lim pn(x)=[Q,
n—^oo

e v i c e v e r s a , e, p e r o g n i s u c c e s s i o n e c r e s c e n t e n19 n%,..., n A , . . . j
d i i n d i c i ,

lim pnAx) = O,

del pari uniformemente in (a, b). Sia vx il più basso f ra i numeri
nk per cui si abbia^ in (a, b),
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Vj il più basso fra i numeri nh per cui si abbia

ecc., si ottiene, cosï, la successione j Pvk{x) \, subordinata alla.
j pn (x) ! , decresoente in ogni punto x di (a, &). Si ha dunque il
risultato :

I. Assegnata, in un arbitrario intervallo (a, b), una successione
j fn(x) i di arbitrarie funzioni reali délia variabile reale x, condi-
zione necessaria affinchè essa converga, uniformemente in (a, b),
verso una funzione f(x), è che, introdotte le funzioni pn(x), definite
dalla (1), ad ogni successione subordinata alla j pn(x) | , ne sia subor-
dinata una decrescente in ogni punto di (a, b).

Ebbene si dimostra immediatamente che se l'intervallo (a, b) è
chiuso e limitato e le funzioni fn(x) e f(x) vi sono continue, sup-
posto ehe la successione j fn(x) \ converga in (a, 6) verso la f(x) la
sopraddetta condizione necessaria è anche sufficiente per l'unifor-
mita délia convergenza. La dimostrazione puö farsi, supponendo^
più in generale, che x indichi un elemento di un arbitrario spazio
di HAUSDORFF e ogni funzione fH{x) délia successione j fn{x) \ sia
definita in un insieme C, chiuso e compatto — cioè, corne dirö,
elementare (2) — di detto spazio e faccia corrispondere a ciascuno
elemento di C un elemento di uno spazio metrico del pari arbi-
trario, pervenendo al seguente teorema:

II. Condizione necessaria affinchè la successione j fn(x) ( converga
uniformemente in un insieme, verso una funzione f(x), è che, ad ogni
successione subordinata alla j pn(x) j , ne sia subordinata una de-
crescente in ogni elemento delV insieme. Se la successione j fn(x) j con-
verge nelVinsieme elementare C, verso la funzione f(x), riuscendo
ciascuna funzione \ fn(x) — f(x) | supersemicontinua in G (*), la detta
condizione è anche sufficiente per V uniformité in C, délia conver-
genza.

Se, supposta soddisfatta taie condizione, la convergenza délia
successione | pjx) j non fosse uniforme in C, esisterebbero un nu-
mero positivo s ed una successione crescente di indici nl9 ni9 ...,
nk> ..., taie che Tinsieme

(*) Seguendo una locuzione da me proposta nel mio scrifcto: Due confe*
renze sui fondamenti del " Calcolo délie variasioni 'J, « Griornale di Mate-
matiche di Battaglini », Yol. 80 délia serie IV, 1950-51.

(2) Dico (efr. loc. cit. (1), p. 52) supersemicontinua (infersemicontinua)
invece di semicontinua superiormente (inferiormente).
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non sia vuoto per qualsivoglia k. Per la supposta supersemiconti-
nuità delle pn(x) in C, Tinsieme C„k risulterebbe pur esso elemen-
tare. Sia | Pvk(x) j una successione decrescente in C, subordinata
alla \ pn (x)\. I/insieme Cv + sarebbe contenuto nell'insieme CVk,
per qualsivoglia k, e pertanto, data l'elementarità di C e dei Cv ,
esisterebbe un elemento x0 comune a questi insiemi, nel quale
risulterebbe

per qualsivoglia k, ciö che^ per la supposta convergenza in C della
successione | fn(x) \ verso la f(x), è assurdo.


