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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla curvatura pangeodetica di una curva di una superficie
dello spazio proiettivo.

Nota di Exrico BoMPIANI (a Roma).
Sunto. - Lo scopo della Nota e wndicato wn 1.

1. Scopo di questa Nota & di porre in relazione la nozione di
curvatura pangeodetica di una curva di uva superficie in un ordi-
nario spazio proiettivo (invariante per applicabilita proiettive della
superficie secondo FUBINI, da me introdotto (')) con la nozione di
curvatura estremale relativa ad un problema variazionale, studiata
da G. LANDSBERG, A. L. UNDERHILL, P. FINSLER e L. BERWALD (3.

2. La curvatura pangeodetica.

Ricordo che una superficie (non sviluppabile né quadrica) dello
spazio proiettivo ordinario, su cui #, v siano parametri asintotici
(cio® le curve wu == cost., v = cost. sono le asintotiche) ha per ele-
mento lineare proiettivo secondo FUBINI (%) la forma (fratta)

Bdu® + ydv®

F(du, dv)—= Fnde = ds.

(!) E. Bowmpiani, Costruzione di invarianti proiettivo-differenziali di
una superficie. « Rend. Acc. Lincei», vol. I, s. VI, 1925, pp. 466-470.

(?) Si veda per es. (anche per le |citazioni) L. BErRwALD, Ueber Paral-
lelitbertragung in Ravimen mit allgemeiner Massbestimmung. « Jahresb. d.
Deuts. Math,~Ver. », Bd. 34, 1926, pp. 213-220.

(®) Si veda per es. FUBINI-VCECH, Geometria proiettiva differenziale. Za-
nichelli, Bologna, 1926.
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Le estremali del problema di variazione relativo a f F(du, dvy

sono state dette, dal FUBINI stesso, pangeodetiche perché possono
considerarsi anche sulle rigate (per la quali per es. § = 0).

La mia definizione di curvatura pangeodetica di una curva in
un suo punto P & la seguente. Si consideri la pangeodetica tan-
gente alla curva in P: nel punto P + dP (della curva e della pan-
geodetica) si consideri il logaritmo del birapporto delle tangenti
alle due curve e delle tangenti asintotiche (& il procedimento abi-
tuale delle geometrie non-euclidee; I’ assoluto mnel fascio di tan-
genti in P + dP & costituito dalle due tangenti asintotiche). Questo
birapporto infinitesimo diviso per ds & un invariante di 2° ordine,
carvatura pangeodetica, della curva in P. )

Se u’, v" sono le derivate di u, v rispetto all’arco s in P della
curva, quindi Bu'® + yv'3 = «#'v’, la curvatura ora definita vale
(v. Le. ("

1 ” ” 1
—% % (0, logB-u' —3,logy - v)—

1
— 5(89, log By - ™ — v, log By* - v")
ed & invariante per applicabilita proiettive.

3. La curvatura estremale.

Per scrivere in forma compatta 1’ espressione della curvatura
estremale conviene porre u'=—wu, u?*=wv e giovarsi delle notazioni
del calcolo tensoriale. Se le equazioni delle estremali (pangeode-

tiche) si serivono
d*u’ {. du
@ T\ g5 ) =0

e s’indicano i primi membri, componenti del vettore di EULERO,

con
S,M"i

i i du
FP=e TP \" ds
il quadrato della curvatura estremale & dato da

1 )
P_zzgikf"f’k

ove
dug) — (% @) _1 *F'*u, du)
Girlu, du)= g\ u, ds/) — 2 adusdu*

(le g.; sono quindi omogenee di grado zero nelle du’; queste pos-

X du’
sono percid sostituirsi con le ds)
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Per eseguire il confronto fra le due curvature 1/k e 1/p bisogna
esplicitare le espressioni ora introdotte. B basterd accennare i
calcoli.

4. Confronto fra le due curvature.

Da
Bu'® + yv'

F(u? ul) = ul,v/

si ha (con notazioni evidenti per le derivate)

2Bu'® — yov' Bu'd + yo'? u'3 4+ yo'd
Fu=P0 Rew=2 Pl Fuy = — 2B
e percid
19F* 2B%'0 + y*0’®
gll = é au!: = ul4’l)’2
1 PF | — 48—y 4+ Byute’
92 =3 Guse — w3y's
1 ?F? B2'6 + 2y20'®
9 =5 57 =3
B
(Bdu?® + ydo®¥)*
Ings — Gr1s* = T dutdet = 0

(ed @ =0 solo sulle linee di DARBOUX).
Indichiamo con ¢, ¢ le ¢* che figurano nel vettore di EULERO.
Si ha
1
?= Fung(u” ~ ¢)* + 2Fyrofts” + 0)(v"” + §) + Forr(v"’ + §)?
ciod tenuto conto delle espressioni di Fymy, Fuwry Foror

i=(“_"_”_"+i if

’ ’ ’ I3 R4

Bisogna ora esplicitare ¢ e . Le equazioni differenziali delle
pangeodetiche riferite al loro arco proiettivo sono (1. c. (*), form. 6)

ul' 1 ) 1 ,
o+ 30108 W — 50, log Brte o +
3
+ 5 B0, Jog Brt- w' + 3, log By~ hw's' =0

1 , 1 ; p
?—kéavlogyv —éﬁa,,logﬁ?y-u2+

3
-+ 5 BY(2, log By« u’ + 9, log By - ¥')u'v’ = 0,
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e quindi i primi membri sono proprio le espressioni {u"” -+ ¢)/u’
e (v’ + J)/v’ che ci occorrono. Nella loro differenza si eliminano i
termini in %%, #'v'* e si ha

1 1

292:E§'



