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Un teorema di Cauchy.

Nota di UMBERTO BINI (2 Roma).

‘Sunto, - Tiene data nuova dimostrazione di un teorema di CAuCHY (Oeuvres,
t. 4, pag. 501) sulla divisibilita di (a < b)n —an —bn per nab(a4b)
(a? + ab -+ b?) ed n(a + b)ab(a® + ab +b?)2, determinando le espressioni
dei quoti delle due divisioni.

1. Siano x, y interi positivi (non nulli) e x > y; poniamo

A=z +vy, D=x—y, P =uxy, M, = x" + y",

M N1 ___
” B, — A b,

b,,:A, — -

(?) Pei due autori citati si ha ortogonalitd a destra perchd si risolve il
4
sistema x4 =¥5, quindi D *?. A_, risulta ortonormale a destra.

(®) Nel teorema I di AQUARO i vettori in 4 sono disposti per righe
‘anzich® per colonne.
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TEOREMA. — E anzitutto B, =P ; se poi 2n + 1 & del tipo 6h — 1,
il nuwmero intero
Aeu - b2n+1

Bynsr = 2n + 1

& divisibile per P(A* — P), mentre se & del tipo 6h + 1, & divisibile
per P(A? — P)2.
Intanto

1
Bszgg(x+y)’——(m’—wy+y’)i=:x:y
Partiamo ora dal noto sviluppo

n 1/2n —
M,y = 42 + AP 3 (— 1y~ ( o 1"

r

) A!')l—‘.’rPi —l’

e cominciamd coll’ osservare che la somma dei coefficienti del
polinomio f(A?), rappresentato dalla sommatoria, & zero: cio&

(1) 5 (;-1)'—"’(2”"‘):0.

r=1 r r—1

Infatti, ponendo mello sviluppo di M,,,,, A=x+y=1,
P = xy =1, per cui

14+4V3 1—4V3
® =5, h=—"5

risulta

1 4 @\/3_ 2n+1 1 _,&\/g 241 n (— 1)1 (2m —
Nl ——— — —1 — 7
(_.)( 5 ) +< 5 ) =1 (2';'I/+1)TE1 po (,"_1).

Ma da

=2, +1=0, Y= +1=0,

segue

Spyp1 = 8:, — Sgpmis
avendo posto
S, =x,"+y";
e si ricava
S, =2, S, =1, S,=—1, S;=—2, S, =-1, S, =1.
Tali valori si ripetono periodicamente, sicche, in generale

Sen =2, S =1 Sqppe=—1, Sepas=—2, Sppu=—1, Sas=1;

e poiché solamente S,,,, S;,,; hanno indici che possono essere
primi come lo & 2n + 1, si conclude che il primo membro della (2).
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¢ 1, ed allora dalla {2) stessa. balza la (1). Cosicche la f(4?) & divi-
sibile per A — P.
Posto
1/2n —7r
7=,;.(,’.__ 1>a r=1, 2, .., n;
bp=a, —a,+0,— ..+ (— 1) a,, r=1,2 ., n—1,

il quoto di f(A4*) per A*— P & il polinomio
n--1
fl(Al) — Z brAQ(n—r—-l)Pr—-l'
r=1
Ma se n—=23h, ciod 2n -+ 1 & del tipo 6k + 1, la somma dei
coefficienti di f,(4% & zero, cioe
b+ by, + ..+ b, =0.
Per provare cid, osserviamo che

b,+..+b,_, = (n—1)a,—(n—2)a, +...+ (—1)*2a,_, + (—1)"*a,_,—
= n(tt, — gy +...+ (—1)"*a, ) — (@, —2a, +30,—...+ (—1)"na,, )=
¥ (— 1! (271, —7r

=mn
i r—1

)— 2 s(— 1f-la, = — 2 (—1)—Isa,.
1 r 1 1

Siamo cosl condotti a dimostrare che, per w = 6k + 1, &
n
(3) X (—1p~1sa, = 0.
1

Per lo scopo, partendo dalla

N <6h1— 2> _ “'<6h1— 3) . <6h(;— 3) ,
(6h2— 3) _ (6h2—4) N (Gh 1— 4>’
. (th— 4) _ (6h3—- 5) . (6h2—5),
(6h4— 5) _ (f‘»h(—;— 6) i (Gh;— 6) ’

.........................
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dalle quali, per somma,

ri=1= () () = (M ) em

=p=C )OI )= (=

:_1+(6h1—5) _ (6h2—6)+"”

Orbene il terzo membro di questa catena di eguaglianze si
deduce dal primo cambiando questo di segno e sostituendo 2
6l — s il termine 6h — s — 3, per s =2, 3, 4, ....

Reiterando si ha

F(h)=1,(6(h+1)+2)+ (6(h+1)—3

. 5 )—...:F(h+ 1).

Poiché F(1) =0 e, ammesso F(h)—=0, risulta dalla precedente
pure F(h + 1) =0, si conclude ohe & vera la (3) per » =6h + 1
ed f,(A4% & divisibile per A* — P. Il quoto &

n—2

2{n—r—3 r—1
2 c‘rA N—1 ) Pr "

r=1
in cui

c,=b, + ..+ b,;

in particolare, osservato che
booy=a, —ay + ... +(—1)"2q, , =21,

si ha
Cp—y=0b +..+b,_,=—0b,, =1

Concludendo, se 2% + 1 & della forma 6h — 1

n—1
(4) B2'4+l — P(A‘ _ P) by b,,A?("—"_”P”—l,

r=1

mentre se 2% + 1 & della forma 6h + 1

—2
() Byyiy = P(A* — PP B ¢ A*n—r=2 P,

r=1
I1 teorema di CavcHY dice, in fondo, che B,,,, con » =3h — 1,
n =3h, & divisibile rispettivameante per P(A?— P), P(A®— P)? e
cid dicono proprio le due ultime relazioni che danno anche i quoti
delle due divisioni.
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In particolare

B, =P; B,=P(4®— P); B,= P(4*— P):
B,, = P(4% — P)(A° — 3A*P + 44?P? — P%);
B,; = P(A* — P)(A® — 84*P + BA*P* — PY)....

2. Colle ovvie varianti A =D, P—=— P,
M, b, — Dt
et—yr=M o bi=T, B/=Tge—
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ed in stretta analogia coi resultati (4), (5), per » == 3h — 1, n = 3h,.

si ha rispettivamente

n—1 .
B’zn +1 = P(D* + P) ) b’.D‘Z(n—r—])Pr_l,
r=1
B,2"+l - -P(-l)z -+ P)Z “:‘ chz(n—,v._a,P,..
r=1
In particolare

B/=P. B/=PD'+P); B/ =PD*+ Py:...



