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Un teorema di Cauchy.

Nota di UMBERTO Bnsri (a Eoma).

Suüto. - Tiene data nuova dimostrazione di un teorema d% CAUCHY (Oeuvres,
t. 4, pag. 501) sulla divisibilité di (a-h b)a — â  — bn per nab(a-hb)
(a2 -t- ab -f- b2) ed n(a -+- b)ab(a2 -h ab H-b2)2, detenmnando le espressioni
dei quoti délie due divisioni.

1. Siano #, y interi positivi (non nnlli) e x > y ; poniamo

i = a ; - H ^ D = x — y, P = xy, Mn = x" -H y'\

n

(2) Pe i due autori citati si ha ortogonalità a destra perché si r isolve il
^

sistema xA = b, quindi B 2. A—i r isulta ortonormale a destra .
(3) IS"el teorema I di AQUARO i Tettori in A sono disposti per r ighe

anzichè per colonne.
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TEOBEMA. - È anzitutto B3 = P ; se poi 2n H- 1 è del tipo 6h — 1?

il numero intero

è divistbile per P(A2 — P), mentre se è del tipo 6h •+- 1, è divisibile
per P(A2 — P)2.

Intanto

B3 = g i (x -+• «/)J — (x1 — act/ -f- y1) i = xy

Partiamo ora dal noto sviluppo

i (2n — rJ U - l ) - 1 - ( r _

e cominciamè colP osservare che la somma dei coefficient del
polinomio f(A% rappresentato dalla sommatoria, è zero : cioè

Infatti, ponendo nello sviluppo di MiH+1 , A = x -+- y = 1̂
P = a:̂  = 1, per cui

* i = 2 ' ^ = 2 '

risulta

Ma da
x* — x, H- 1 = 0, ^ 2 — yx -M- 1 = 0,

segue

avendo posto
Sr = xx

r -+-1//- ;
e si ricava

S0 = 2, S 1 = B 1 , S t = - 1 , S* = -% S4 = - 1, S f t =l .

Tali valori si ripetono periodicameute, siccliè, in generale

= 2,

e poichè solamente S6h^_l, S$k+5 hanno indici che possono essere
primi corne lo è 2w + 1, si conclude che il primo membro délia (2)«
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è 1, ed allora dalla (2) stessa, balza la (1). Cosicchè la f{A2) è divi-
sibile per A2 — P.

Posto
l(2n — r\

ar = r ( r - l j ' r = = 1 ' 2 ' ' ' n ;

b,. = ax — a% + a3 — ... + (— î y ^ a , , r = 1, 2,..., n — 1,

il quoto ai f(A%) per A2 — P è il polinomio

f1(A
t)="ïi brA^-'-VP'-K

r—1

Ma se n = 3h, cioè 2n •+- 1 è del tipo 6ft -+- 1, la somma dei
coefficienti di fy(A*) è zero, cioè

&! -h 52 -+-... -+- 6 n _j = 0.

Per provare cid, osserviamo che

= n(a1—O.H-...+ ( - I ) t t - 2a n_ 1 )~(a 1 -2a 2 «-3a,-...-*- ( - l ) n - 1 no
« ( 1\*—i /2w, r\ w w

= n S L ^ L _ ( n
r_ [} - S S ( - 1)—as = - 2 ( - 1 ) -

Siamo cosï condotti a dimostrare che, per n = 6h H- 1, è

(3) S (— l)s~lsas = 0.
i

Per lo scopo, partendo dalla

(m -+- 1

si ha
1 = 1,

U - ij '

ISh — 2\ _ (6h — 3\ f$h — 3N

/6fe - 4\

V 1 j '

)•

/6fe — 5\ _ f&h — 6\ /6fe — 6\
l 4 j " t 6 j + \ 3 )>

2 j - i 2 J

l 3 j — ~ l 3 j ~ l 2
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dalle quali, per somma,

HMV)M(V)-(V)M(V)-(VF-=
_ /eh — 5\ /6ft — 6\
~ ~ " 1 " f " i i ) ~ ~ \ 2 ; - » - " • •

Orbene il terzo membro di questa catena di eguaglianze si
deduce dal primo cambiando questo di segno e sostituendo a
6h — s il termine &h — s — 3, per s = 2, 3, 4,....

Heiterando si ha

F{h)=l-

Poichè ]?(1) = 0 e, ammesso F(h) = 0, risulta dalla précédente*
pure ^(/^ -+- 1) = 0, si conclude ohe è vera la (3) per n = Qh -h 1
ed ƒ,(-£*) è divisibile per A* — P. Il quoto è

in cui
cr — 6t -H ... -+- 6r ;

in particolare, osservato che

&„_! = a, - a2 -4- ... + ( - \-Y-*an_x = ± 1.
si ha

Cn_2 = 6j -H ... -4- 6„_2 = — 6n_! — =F 1.

Concludendo, se 2w + 1 è délia forma 6h — 1

(4) B t ,+ l V( M
r=l

mentre se 2n -\- 1 è délia forma 6ft H- 1

n—2
(5) B t n + 1 = P(^l2 — Pf S r

Il teorema di CATTCHY dice, in fondo, che JBgn̂ _1 con n = 3h — 1„
n = 3h, è divisibile rispettivameaate per P{A2 — P), P{A2 — P)2, e
ciö dicono proprio le due ultime relazioni che danno anche i quoti
délie due divisioni.
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In particolare

Bz = P ; Bh = P(^2 - P) ; B7 = P(4*

2. Colle ovvie varianti A = D, P =: — P,

ed in stretta analogia coi resultati (4), (5), per n ^3h — 1, n
si ha rispettivamente

Î + 1 ) f

In particolare

JS3' = P . JB5' — P(D2 -+- P) ; B7' = P(D2
 H- P)2 : ....


