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Formula e serie di approssimazione asintotica
delle funzioni ultrasferiche di seconda specie.

Nota di ALESSANDRO OsSICINI (a2 Roma).

Sunto. - Si determina un particolare sviluppo in serie per la funzione ul-
trasferica di seconda specte, da cui deduciamo una formula di appros-
simazione asintotica.

1. I’integrale generale dell’ equazione

1] (1 — )y’ — (@ + Dy’ + n(n + 20y =0,
& dato da
y = A4,P,WN(x) + 4,0,N(x),

ove 4,4 =1, 2), sono costanti arbitrarie e P,M(x) e Q,™(x) (), ri-
spettivamente il polinomio ultrasferico e la funzione ultrasferica
di seconda specie, definite da:

_[n/2] (_ 1)77:271—!7721’(” -+ A — m)
2] P@) = X e m Ty

N-—211
x ’

1
2n *27“—11’()\ + §) I‘(n + A+ %)F(n + 2})

CENC2n + 20 + 1)

8] 9,0 = (@—1)" "R (1) F( n+

1 2
+)\+§, n+1, 2n + 2A + 1, m),

essendo F (°) la funzione ipergeometrica di GAUSS.
La [3] & valida per x arbitraria nel piano complesso tagliato

lungo il segmento (—1, + 1) e per A > — %, n==>0 (escluso A=n=0).
Se effettuiamo il cambiamento della variabile indipendente x
e della funzione y dato dalle formule
[4] t=(x—Var — 1),
1 n
[5] y ="y,

)

(1) Cfr. A. Ossicini, Sulle funzioni ultrasferiche di seconda specie;
« Bollettino Unione Matematica Italiana ». (3), 6 (1951), pp. 311-315.

(?) Cfr. G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale; parte prima,
seconda edizione. (Bologna 1948), p. 146.



{7

FORMULA E SERIE DI APPROSSIMAZIONE ASINTOTICA, ECC. 49

la [1] diventa

2,
(6] t{l—t)%g-q— {0 +2) — 1) — b(m + 3% — 1]} Z—’t‘_x(n+2x)u_—.o.

Per x =X, B=n+2), y=n + 1 + 1, la [6] si riduce all’equa-
zione ipergeometrica

d* du
t(1—t)-dt:+§~(——t(oc+ﬁ-—1)(m——ocﬁu:()

che ha per integrale generale
u=B, F( b1 )+ Bt-Flu+1—y, B+1—7,2—7 10,

con B¢ =1, 2), costanti arbitrarie; si ha dunque come integrale
dell’ equazione [1]:

n

y=Ct ZFQ}, —m, 1 —n—X #) + Ct2 " VVFO, na-20, - d 1, 1),
con Cfi =1, 2), costanti arbitrarie.

»
Lat 2F(), —mn, 1—n —), )& un’espressione in termini finiti
e quindi ci d4 a meno di una costante moltiplicativa P,M(x); ne
segue
Ln+2
(8] QM@ = K" F0, n 42\, n+2 + 1, §).
La costante K si determina confrontando le [3], [8]

Se infatti supponiamo |« grande, il termine principale nella [8]
ha 1’ espressione

1

e nella [3]

2"+2?~—1I‘»<)\ + %)F(nq— A+ %)il‘(n —+ 2})

1
TEN)C(2% + 2X + 1) )
quindi
22”+41—1I‘()\ + %) Tin + X + %)l‘(n -+ 21)
9 K=

CENC(2n + 2X + 1) ’

e se poi teniamo confo della formula di duplicazione del Lig-

() Cfr. G. SaNsonE, loc. cit. (2), p. 147.
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GENDRE (%)
1 1
22=—1r(z)r(z + é) - F(é)[‘Qz},
la [9] diviene
nl(n + 24)
M + 2 + 1)’
cosl che si ha la formula

k=

=l'(n + 2))
)T+ A+ 1)

1
[10] @, "(x) = ], z—(n+2?~)F<)\, n+ 2\ n+ )2+ 1, —2\),
* 2t

ove z—=ua + Va2— 1.
Usando la relazione

F(ﬁ, B—y+1, 8—a+1, 51—6)2

x

:(x—1>v—e—1F(B_Y+1 1—o B—a+1, 7 ) )

abbiamo anche
nl{(n + 2)) " 1
M) — F — + 1 —
(1] Q. Nw) = T)T( + » + 1) (22— 1P (x, e z?)"

La [11] & convergente quando |1 —2z* | > 1.
Se teniamo conto della formula di EuLERO

1

Ty —B) Flx, 8, v, %) :fug_](l — ur—B=1(1 — ux)—2du.

ry)
le| <1, >8>0,
perveniamo per la [11] alla relazione integrale (%):
1
[12] @, M(x)= ()\)Fg P T f u—M1 — u) "+21‘1(1 + —Q—M—-l-)_ldu,.

o
|[1—2>1, 0<<h <1,

(!) Cfr. G. SANSONE Lezioni sulla teoria delle funszioni di una variabile
complessa; volume primo. (Padova 1950), p. 186.
() Cfr. G. SANSONE, loc. cit. (). Volume secondo. (Padova 1949), p. 64.

(6) Per l:% le [11], [12] danno le formule relative alla funzione-di

LeceENDRE di seconda specie.

Cfr. B. W. HoBsoN. The theory of spherical and ellipsoidal harmonics.
{(Cambridge 1931), p. 66.
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Usando la relazione dei complementi per la funzione T ()

T — 2) = s nz’
la [12] pud scriversi:
1

~

a— —x
Q.M x) = sen w?\( 1)1} u—M1 —u)» *21—1(1 + 2 11—1) duw.

2. Nel caso in cui x & reale e compreso tra =1, Q,M(x) si
esprime per mezzo della relazione

T (1
[13] (— I)E()‘_ 5) @, M (cos ©) = %3 e—i(i —)‘)WQ,,W(cos O + 0i) +
-+ e( ) 0 ,M(cos ® - Oz)g ()

1) . 1
ove il simbolo E()‘—é) indica la parte intera di A — 5°

Ora per [11]

FimANTA D
T +2)) e 2
0. )
Q,Meos © = 0d) = Fasr T3 1) (@ sen O)0

—_ e:FtO‘ \

-F()\, 11— n+i+1,

447
2 2 sen ©
. = T . T
a2y T ’1 1T — (20 — 1) ~(0+3)
T T)T(n + X +1) (Zsen O)F 1= 22 m+)+1) 2sen® T

[12 — @ — 1)9[8° — 2\ — 1)9] R G )
2024 + A+ )+ %+ 2) @sin O

[1* — (@2 — 1)%][82 — (22 — 1)*][6* — (2 — 1)F]
23.2.4.6(n +h+ 1)(n +2+ 2w+ A+ 3)

<.-3t(®+ 2)

(2sen®)3 Uy

(") Cfr. G. SANSONE, loe. cit., (), p. 185.
8) Cfr. A. OssICINg loc. cit (!), p. 314.
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e infine per la [13] ne segue che

(— 17 () + 22y 1 c08 [lr 20 + 5 (1—N]
T +x+1) | (@ sen 0)

@, M(cos ©) =

T
12— @\ — 1) cos[n + i+ 1)0 + 5 2 -]
2:2m + A+ 1) (2 sen O)+1

-4

[14] [12 — @) — 1)7[3t — @ — 1) cos [( + A + 2)0 «+ g(;} — )]
TR h - r+ )+ )+ 2) @ sen O)+2
[12 — (22 — 1)7][32 — (22 — 1)[B* — (2% — 1)?]
T28.2.4.6(n + A+ 1) + X +2m +r+3)

cos [(n +A + 3)0 + g(z') — )]

(2 sen ©)i+3

-+ ...

La serie [14] & convergente per =/6 << ® <5xn/6 e sia o no la
serie convergente, per 0 << ® <<= si dimostra per mezzo della [12],
cosl come & nell’HoBsox (°) per le funzioni P,”, @,”, che quando
si prenda per valore approssimato di €,M (cos ®) la somma dei
primi suoi s termini, I’errore qgﬁ)s(@) che si commette soddisfa alla
limitazione:

| tsxl(n +2))
7 18) < Ty Tm - +1)

[12— (@A — 1)*][3* — (2h — 1)']...[(8s — 1)2— (2 — 1)?] 1

22:4+6..25(n +h + 1w + X +2)...(n+ h+5) (2sen O)p+s’

0<a<.

3. Quando » & grande rispetto a X e ® & compreso mnell’ inter-
vallo (¢, ® —¢) ove ¢ & un numero positivo arbitrario, abbiamo
dalla [14]

!
[15] F(J%Tz“x) Q,(cos ©) =

(— 1)E(x— ;—) - ; cos [('n + 2)0® + ;:):, (1— )\)]
T T + % + 1) (2 sen Ot + 0(,;&) b 0<Ai<

(%) Cfr.”E. W. Hosson, loc. eit., pp. 300-301.
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impiegando la formula

n! Lgl_m(m+1){+o( 1 >’(w)

T +m 1) n» 2n nmr:

valida per # > m ed m fisso e > 0, abbiamo

1
[16] =1 @nlMcos ©) =
1 k1
r(— 1)E(1— 5) cos [(n + N0 + 5 (1 — )\}] 0( " ) o r s
SV (2 sen O) )y DA
1
Nel caso particolare )\=2, la [16] ci da
ES / k] 1 T 1
2 — — — —_—
Q”( )(cos 0) _l/ 57 son ® CO8 Kn -+ 2)@ -+ 4] + O< 2) .
n?

che & la formula di HEINE (") relativa alla funzione di LEGENXDRE
di seconda specie.



