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Un'osservazione sulFapprossimazione di una funzione continua,
per mezzo di una successione di funzioni razionali.

Nota di GriuLio ARTTFFO (a Eoma).

Stmto - Si dimostra, per certi quozienti di polinomi di STIELTJES, una
proprietà cfe interviens nello studio del differenziale generaliszato di
una forma esterna.

1. Nel corso di lezioni che svolge presso PIstituto di Alta Mate-
matica, il prof. B. SEGKE (X), allo scopo di studiare Ie condizioni
per Fesistenza del differenziale generalizzato di una forma diffe-
renziale esterna, associa ad una funzione f(x1,..., xn), continua
neir w-blocco En definito dalle O ^ a ^ ^ l (i — 1, 2,..., n), la suc-
cessione di funzioni razionali:

— f M

oye ƒ[»*] sta ad indicare 1' mmo polinomio di STIELTJES approssi-
mante la funzione f(xl, ..., xn) ed 1M P analogo polinomio appros-
simante la funzione identicamente uguale ad 1 in En (*).

La successione delle funzioni razionali ƒ<"*) présenta su quella
dei polinomi ƒ M il vantaggio che, se la funzione ffa,..., xn) non
dipende dalla variabile xiy lo stesso accade per ciascuna delle flm\
mentre 1' analoga proprietà non vale per i polinomi fM.

Nel nominato corso di lezioni trovasi soltanto enunciato che:
Se f(x1?..., xn) è una funzione continua in En avente ivi derivata

7*1» Hi • • • ) i>n :== (7^

continua e se D n è un u-campo tutto interno ad E n , allora si ha:

(2) lim \f^)\hii2i.,tiin = fiuhi,..iin

uniformemente in D n .
Nel N° 2 della presente Nota stabiliremo questo risultato, e

nel N° 3 mostreremo come esso possa ottenersi, come caso partico-
lare, dalla proprietà seguente:

(*) Cfr. B. SEÔRE: Forme differenziali e loro integrali, «Docet», Edi-
zioni Universitarie Eoma, (1951), Vol. I, p. 186 e segg.

(2) Si noti che la (1) ha senso in ogni X(xiT,.., xn) di En, in quanto-
per ogni tale X risulta 1 ^ > 0.
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Se (p(£cls..., xn) è una funzione continua in En, avente ivi con-
tinua ciascuna delle derivate ®kli ku ..., kn> ove:

(3) fcr = 0, 1,..., *r; r = 1, 2, . . . ,w,

allora la differenza:

al divergere di m, tende a zero uniformemente in Dn dell? ordine
di un esponenziale (almeno).

2. Dalla (1) segue:

f ̂  14, «., .... in - Ai S ̂  ( i j ( j j .» (J"J l
ove nella somma la ^riabilità delle h è data dalla (3).

È noto (3) che il termine proveniente dalla scelta hx =: fc2... =
= hn = 0, tende per m-^oo aÜ /i1} «̂  ..^ %n uniformemente in Dn :
l)asterà dunque provare che ciascuno degli altri termini del som-
matorio, al divergere di m, tende a zero uniformemente in Dn.

Bi suit a :

o r e la successione — è infinita dell'ordine di *\Jm (4).
LaoïJ

Tenuto conto del fatto che \f(xl,...J xn)\ è limitato in En e che
per ogni X(xt) in Dn ed U(ut) in En valgono Ie;

o < n r 11 — (ur—xrf \<U I«v — xr | < i ,

si constata immediatamente che il modulo delP integrando puö
esser maggiorato con un polinomio in m (a coefficient! costanti)
di grado il -+- i% -t~ ... -+- in — (kx -H k% -+- ... -+- kn). Pertanto :

Mostreremo ora che il fattore | (IN)"11 AX, *aj ...,ftn, non appena
sia positivo uno almeno dei numeri kr, tende a zero uniforme-

(3) Cfr. J. DE LA VALLÉE POUSSIN: Cours d1 Analyse Infinitésimale.
Gauthier-Vülars, (1912), T. I I , p. 126 e segg.

(4) Cfr. G-. V I T A L I G Gr. SANSONE: Moderna teoria delle funzioni di va-
Habile reale, Parte I I , 2a éd., Bologna, (1946), p. 341.
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mente in Dn in modo esponenziale : ciö evidentemente basta per
concludere con la (2).

La derivata | (1W)"1 U1} i2,..., in si esprime con una frazione
il cui denominatore tende ad 1 uniformemente in Dn, mentre
il numeratore è una somma di prodotti di deriyate del tipo
j lW|g1} q2,..,, qn con qr<hr per r = 1, 2,..., n : è dunque suffi-
ciente provare che ciascuna di queste ultime derivate tende a zero
in Dn con legge esponenziale.

JSTel seguito supporremo qx > 0 in quanto cio, corne è ovvio,
non costituisce restrizione. Indicato con En—X Y n — 1 blocco pro-
iezione ortogonale di En sulF iperpiano xx = 0, risulta :

^ [ 1 " K ~ X r ) T d U i • • • d U n =

J

= ~ | [1 - x^l'" - [1 - (1 - x,)8]™ i l (» fe t l . . . , xn),

ove lM(icî5.,,, xn) è 1' mmo polinomio di STIELTJES (nelle variabili
indicate) che in En^1 approssima la costante 1.

Dali' eguaglianza ora stabilita segue :

La derivata nel secondo membro risulta una somma di addendi
del tipo :

-^ I P . H ^ I - x1
s)'+g).(m)(l-^[l-(l-^)2]<HlwK, *..,«-)la, g.

ove Pr(w), Q7(«i) denotano polinomi in m (a coefficienti costanti)
di grado r <qx — 1, ed è t>m — qx -H 1.

Ripetendo per il fattore | lN(x2,..., ac„) |gB,...,q» il ragionamento
che ci è servito per stabilire la (4), e ricordando che in Dn è
0 < a < x 1 < 6 < t , da quanto précède, maggiorando, si deduce :

o anche indicando con H il maggiore dei due numeri 1 — a2,
l - ( l - b ) 2 :

con 0< j f f< l , e ciö proya la tesi.
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3. Sia ora ©(xj, ..., xn) una funzione soddisf acente Ie ipotesi
indicate nell' ultimo capoyerso del N° 1. Dali' identità :

calcolando l'intégrale semplice per parti, si rieava:

ir^^

IT ^ d ^

dalla quale segue :

) \ Sr [1 — K - *,... dun9

Procedendo analogamente si ottiene :

e quindij per la précédente^

Cosï continuando, si perviene alla:

la quale prova la propriété enunciata alla fine del N° 1.
Dalla (5), nel caso particolare ep == 1, segue la:

dalla quale potrebbe dedursi una nuova dimostrazione della (2).


