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Un’osservazione sull’approssimazione di una funzione continua
per mezzo di una successione di funzioni razionali.

Nota di Givrio ARUFro (a Roma).

Sunto - Si dimostra, per certi quoziemti di polinomi di STIELTIES, una
proprietd che interviene nello studio del differenziale generalizzato dé
una forma esterno.

1. Nel corso di lezioni che svolge presso I’Istituto di Alta Mate-
matica, il prof. B. SEGRE (}), allo scopo di studiare le condizioni
per 1’esistenza del differenziale generalizzato di una forma diffe-
renziale esterna, associa ad una funzione f(x,,.., x,), continua
nell’ n-blocco E, definito dalle 0 <<ax;<<1 ({ =1, 2,..., n). la suc-
cessione di funzioni razionali:

1 f ) @,) = e
19 °**) n! T 1[m]?

ove fIml gta ad indicare I’mme polinomio di STIELTIES approssi-
mante la funzione f(z,,.., x,) ed 1=l I’analogo polinomio appros-
simante la funzione identicamente uguale ad 1 in E, (*).

La successione delle funzioni razionali f) presenta su quella
dei polinomi fl*] il vantaggio che, se la funzione f(,,.., %,) non
dipende dalla variabile «;, lo stesso accade per ciascuna delle ftm)
mentre 1’analoga proprieta non vale per i polinomi fiml.

Nel nominato corso di lezioni trovasi soltanto enunciato che:

Se £(x,, ..., Xn) & una funzione continua in B, avente ivi derivate

az‘1+i2+...+'imf
N A AT

continua e se Dy & un n-campo tutto interno ad Bn, allora si ha:

2) Lim [0 6, in=[i, iz, . in
M — OO0
uniformemente in Dny.
Nel N° 2 della presente Nota stabiliremo questo risultato, e
nel N° 3 mostreremo come esso possa ottenersi, come caso partico-
lare, dalla proprietad seguente:

(*) Cfr. B. SEGRE: Forme differenziali e loro integrali, « Docet», Edi-
zioni Universitarie Roma, (1951), Vol. I, p. 186 e segg.

(*) Si noti che la (1) ha senso in ogni X(x,..., %,) di E,, in quanto
per ogni tale X risulta 1”1 > 0.
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Se o(x,,..., ®,) & una funzione continua in E,, avente ivi con-
tinua ciascuna delle derivate 9z 1,,..,in, OVe:

3) k,=0,1,..,4; r=1, 2, .., »,
allora la differenza:
FOIMY 45 i s, i — | iy iy ey iy 19,

al divergere di m, tende a zero uniformemente in D, dell’ordine
di un esponenziale (almeno).

2. Dalla (1) segue:

IR ASCET iy 5 E kn(;ﬁ)(;’;) <It:) Gy, oy it | (L) ke,
ove nella somma la variabilita delle k & data dalla (3).

B noto (%) che il termine proveniente dalla scelta k, —=k,..=
=k,=0, tende per m -~ co all f;, 4,..., i, uniformemente in D,:
basterd dunque provare che ciascuno degli altri termini del som-
ma.torio, al divergere di m, tende a zero uniformemente in D,.

Risulta:

1 \n
O i ik = | [ty ooy ) L[ — (0, — )] du, ... du,
ar {1 v
En

bymkyy ey iy—

1 —
ove la successione {—] ¢ infinita dell’ordine di Vm (¥).

m

Tenuto conto del fatto che |f(x,,..., x,)| & limitato in E, e che
per ogni X(x;) in D, ed U (u;) in E, valgono le;

"
0<Hr11_(ur—xr)zi£1; |ur'—xr|<1;
1

si constata immediatamente che il modulo dell’ integrando pud
esser maggiorato con un polinomio in me (a coefficienti costanti)
di grado %, + 4, + ... + 4, — (k, + ky + ... + k,). Pertanto:

n . .
5 +ua+ ... +1.")

(4) t f[m] f Gy—k1y s ig—ly = 0<m2

Mostreremo ora che il fattore | (1i®)—'}; 1, .. z,, non appena
sia positivo uno almeno dei numeri k,, tende a zero uniforme-

(3) Cfr. J. pE LA VaLLEE Poussin: Cours d’ 4nalyse Infinitésimale,
Gauthier-Villars, (1912), T. IT, p. 126 e segg.

(!) Cfr. G. ViTaLI o G, SANSONE: Moderna teoria delle funzioni di va:
riabile reale, Parte II, 2* ed., Bologna, (19146), p. 341.
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mente in D, in modo esponenziale: cid evidentemente basta per
concludere con la (2).

La derivata {(1")~{4 &, .., 1, si esprime con una frazione
il cui denominatore tende ad 1 uniformemente in D,, mentre
il numeratore & una somma di prodotti di derivate del tipo
{1 oy, gn COD Q. <<k per r=1, 2,..., n: & dunque suffi-
ciente provare che ciascuna di queste ultime derivate tende a zero
in D, con legge esponenziale.

Nel seguito supporremo ¢, >0 in quanto cid, come & ovvio,
non costituisce restrizione. Indicato con E,_, I’ # —1 blocco pro-
iezione ortogonale di E, sulliperpiano x, =0, risulta:

a o ta g —
6—51{1['”]! — /ax,n [1 — (u, — z,))"du, ... du,, =

”
1

1 "
= I;Ir 1—(u,— ) "du,...du,, ] 2m[1— (u,— x, )] Yw,— x,)du,—
m.J

n—4 0

1
= ar—n | [1 - xlzlm - [1 - (1' - x})?]m( 1[m](x2, sy xn):

ove 1m)(x,, ..., xx) & I’ mm¢ polinomio di SrIELTIES (nelle variabili
indicate) che in E,__, approssima la costante 1.
Dall’ eguaglianza ora stabilita segue:

! 10m] g‘h, Q25 voes An

1
~a, =2 " —[1 — (1 — )" gy | 10y, ooy @) laas oo, g
m

La derivata nel secondo membro risulta una somma di addendi
del tipo:

L P (mjae (1 - 20,4+ @ (m)(1— 2, [L—(1— 2, I |1 10wy, o..; %) gy, s gm
ove P, (m), Q,(m) denotano polinomi in m (a coefficienti costanti)
di grado r<<q, —1, ed & {=m—gq,+ 1.

Ripetendo per il fattore {1l®(x,, ..., 2,)lq,,..., ¢» il ragionamento
che ci & servito per stabilire la (4), e ricordando che in D, &
0 <a<<x, <b<t, da quanto precede, maggiorando, si deduce:

+q,+...+qn

1mlg,, ..., ¢ = 0(’1%5 H— @]t 4+ [1~- (1) )

o anche indicando con H il maggiore dei due numeri 1-—a?
1— (1 —b):

5 i+ .+,

R L N P 0( Hm—q‘ﬂ)

con 0 < H<1, e cid prova la tesi.
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3. Sia ora ¢(x,,.., x,) una funzione soddisfacente le ipotesi
indicate nell’ultimo capoverso del N° 1. Dall’ identita :

{941, dgy e, i@y, Xyy ey ,) (M=

1 n
=_nfHr‘1_(“7“‘37)22’"‘1“2"-dunf?ila~--1in('“’n"'"");1_(”1_-’”1)"1”%1%1,
al | 2
E

n—4q

calcolando Vintegrale semplice per parti. si ricava:

[9ay, 4, ey i ®y s ooey X,,) |1l =

1 a1 d” .
= In %l” d_x_F P11 —(1 — 21" | Qumr—t. i, ey inlly Ty eey @,) 021 —
1 I—‘—l dr 2 1m
- 6; %‘r CTGEF FL— 21" our—1, 4y, ooey 30y @y ey Xy {om] 4
i n
e gy (U s ey ) % I, [ — (u, — x,)]" % du, ... du,,
" 1 i

E,

n

dalla quale segue:
[ Qir,y day very inl@15 ooy L) 10— {04, ey 8@y 5 ey 2,) ] )3, =
— Ol ).
Procedendo analogamente si ottiene:

iy s @ ooy @) 10 Ly — 1[04, ooy i@y ey @[Ty, 3=
_ O(mg+il+i2-Hm—lz)
e quindi, per la precedente,
19i, g, .+ oy in(@yy ooy T) {0 — {0, o, i@y ey @) I 5, 4y =

n oL .
= 4144y

—_ O(m2 .H’""'J"“a) .
Cosl continuando, si perviene alla:
(5) ! iy G2y vees in(xl 3 eees xu) }[m] — (P[m](xl 9 eeey xn) ‘i,, ey By —

K .
( §+E¢r . Z')
= 0 m 'H b, )

la quale prova la proprietd enunciata alla fine del N° 1.
Dalla (5), nel caso particolare ¢ =1, segue la:

23
vy iy — 0(m2 T.H‘,I—Xi") ’

dalla quale potrebbe dedursi una nuova dimostrazione della (2).

! 10m] Va1, da, -



