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SulI'Aritmetica dei polinomî di esponenziali a valori interi.

Nota di MAKCO CTT&IANI (a Milano).

Sunto. - Sia F(y) = coyn -f- c4yn-l -f-... -4- cn(c0 4= 0, Cn^ö. n > 1) un po-
linomio a coefficienti interi, irriducibile. Betto P x il massimo divisore
primo del prodotto

F(a) • F{a*m)... F(aFm)
(a, x, m interim m > 1, j a | > 2, (a, Cn) = 1) si dimostra the

I.

È già stato fatto oggetto di studio il comportamento .aiitmetico,
al variare dell 'intero x, di un polinomio a coefficienti interi, irri-
ducibile, del tipo:

(1) F[y) - c^r + c ^ " - 1 -+-... -+• cn (cn 4= 0, c0 =|= 0, » > 1)

quando P argomento 2/ del polinomio sia assunto uguale ad aœ (con
\a\ intero > 2 ) f1).

Ora noi ei proponiamo di estendere lo studio al caso in cui si
assuma y=zax7n (a, m interi; | a | ^ > 2 , m ^ l , (a, c„) = 1).

(22) E. BoMPiANi. op. cit. in ("). M. YILLA, Direzioni d'osculazione e di
iperoscula&ione di due trasformazioni puntuali. Questo « Bollettino » S. III ,
A. II , pagg. 188-195 (1947).

(*) Yedi G-. RICCI, SulV aritmetica dei polinomi in a*..., « Boll. U. M.
I. ». 12 (1933), pagg. 222-228.

Vedi inoltre G-. PÓLYA : Arithmetische Eigenschaften,.., « Jour. f. Math. »,
Bd. 151 (1921), pagg. 1-31.
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Plu precisamente vogliamo dimostrare che posto:

(per x intero) e chiamato Px il massimo divisore primo del prodotto

(3) U(x)=\G(l)*G(2)...G(x)\

esiste uu numero positivo y (indipendente da x) tale che per x ab-
bastanza grande si ha:

Ciö équivale ad affermare che

lim Px iyx log x> 0.

Se ne deduce in particolare che P& — -+- oo per x —- H- OO.

II.

Alla dimostrazione del nostro teorema premetteremo tre lemmi
^la lettera p dénotera sempre numeri primi).

LEMMA I. - Per (k, p) = 1 la congruenza:

^4) ym = k (mod ps)

ammette al più 2m soluzioni (mod ps).
Questo lemma è una immediata conseguenza di una proposi-

zione dimostrata da SAMBASIVA E A O , la quale afferma anzi, più
precisamente, che la (4), se è solubile, ammette esattamente un
numero di soluzioni dato da (ym, y(p% dove y = 2 per p = 2 e 2\m,
ed invece y = 1 in tutti gli altri casi, mentre cp(w-) è l ' indicatr ice
di ETJLER (Z).

LEMMA I I . - II numero N(l) delle soluzioni della congruenza :

{5) xm == kp' (mod g •p")

( dove (k, p)= (g, p) = l, 0 -< r < s) che non superano un numero
reale prefissato ?, soddisfa alla limitazione

Per dimostrarlo osserviamo anzitutto che ogni soluzione della (5j

(2) K. SAMBASIVA RAOJ On the representahon of a number as the sum
of the k — th. power of a prtme and an 1 — th power-free number; « Proc.
Indiaü Acad. Sci. », A 11 (1940), pagg. 429-436.

La proposizione qui ricordata è il lemma 3 pag. 431.
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deve soddisfare anche la
(6) xm = kp> (mod p %

e quindi basterà dimostrare il lemma per la (6). Perché uno dei
numeri x

1, 2, 3,..., [S]

possa soddisfare la (6) dovrà essere anzitutto m\r ed x multiplo
di prlm ; dovrà cioè aversi per x = y • prim

ossia
ym = k (mod ps->).

Questa congruenza ammette al più 2m soluzioni in ogni gruppa
di ps~' numeri consecutivi, e ciö in virtù del Lemma I ; quindi
la (6) ammette al più 2m soluzioni in ogni gruppo di

T 1—m
s—r-\— s-\ r

p m =z p m

numeri consecutivi. Avremo perciö:

H- l ) < 2m (Jfc -4-1) •m < 2m {{paML)rjn

Osservazione. - Se anche fosse r^>s allora dovendo essere xm

un multiplo di ps il numero N(%) dovrebbe soddisfare alla limita-
zione

e quindi a maggior ragione anche alla limitazione précédente.
LEMMA UI. - Taie la limitazione :

Questa è una immediata conseguenza del fatto che, corne è ben
j detto pn V n-esimo numero primo, si ha :

pn= 0(n log n) e quindi pn < kn log n,

per n>:2 %k indipendente da n. Ayremo perciö ovviamente (posto

r

S p<2 -+- k (tlogtdt = 0(r2 logr) = 0 (~^—\
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fëeelti ora due numeri yx, y2 reali posxtivi (con yl <; | c01 < yg) si
puö in conseguenza determinare uno ?0 taie che per ogni ? > Ço ed
ogni ç' < | si abbia

Tl• I o l^-1)"1 < | <?([?]) i < Ï2 • I a Hm ;
Poniamo allora (per %>ç>0):

*(ï) = log n([?]) = log | 0(1) • G(2j... Gf([Ç]| !

ed avremo (per ^>? 0 e ?'<,?, aYendo inoltre posto a' = | a | ) :

| «(S - 1)- log a' -f- iog YÏ < log | fffp]) | < n\m log a' -f- log Y»
( log ! Ö([£']) | < «?« log a' -h log y,

e cönseguentemente

(8) <P& ̂  *(Ç0) -H S in(fc - t)» log a? + log Yl) =

n log a' ^ ^ -*- 0(5*) -f- i H - |?o +• i ] ! Iog Y,

positiva^.

Sia ora p un numero primo assegnato non divisore di ci (si ri-
cordi clie (at ctl)=zl) e consideriamo la oongruenaa:

(9) G(aj) = F(fô^m) « 0 (mod ^ ) ;

se y0 è una radiée d-ella congruenza :

(10) j ^ ) = 0 (modi)4)
e se

e se inoltre chiamiamo g{p%) il ganssiano di pl in base a (cioè
PesponeHie a eui appartiene a (mod >̂1)), allora le soluzioni délia
congruenaa :
(il) as»S0o (mod

sono le radici délia (9) eorrispondenti alla radice yt délia (10).

Ora se D è il discriminante del polinomio F {y) il numero délie
solution! délia flO) non puo superare la costante y4~nB%. Per
quanto si riferisce alla (11) due casi possono darsi :

Eicordiamo che in generale si lia g(p%) ^=pi~«• p (dove « e
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sono mdipendenti da-i, una volta fissati a e p e si ha p<p-—1).
Soltanto nei casi in cui résultasse a > 1 si dovrà porre"g(pi) = p
tutte Ie volte che si abbia a ;> i.

Si osservi inoltre che risulterà sempre:

si ha infatti p* | aP — 1 e- quindi | a^ — 11 ^ j ? a ossia | (2a)P| > ^ ^
ed essendo p <c_p segue I'asserto.

Posto perciö s = i — a per a < £ ed s = 0 per &> i la (11) si
puö sorivere :
(L3) aïmsfif0 (mod|?*-P).

Nel caso 1°) il numero delle radioi (mod ps • p) di qüesta cön»
gruenza è dato dal prodotto dei numeri delle radici, rispettiva*
mente (modj?s) e (mod p), délie due congruexize:

xm « 0O (mod p*)9 xm ^ £0 (mod pj.

I l primo non supera 2m per II lemma I ed il seooado non piiè
•superare "p; Perclö il numero delle soluzioni--della (13) In ü i te r i
positivi £Cj COÏI 5̂ < | non puö superare il val ore cleiF

•cihe a sua .volta non super a (essendo

Nel e aso 2°) si ha inveoe, per il lemma II, che il numero degli
interï positivi x<% che soddisfano la (13) è maggiorato da:

Quindi il numero complessivo delle soluzioni della (9) che ri-
< l è maggiorato da:

<Y4

D'altra parte l'intero primo p entra in ogni fattore Gr(b) del



StJLl/ARITMETICÂ DEI POLINOMÎ DI ESPONENZIALI A VALORI ÎNTERÏ 43

prodotto n.([̂ ]) ad una potenza il cui esponente non supera :

lt =
 lQg 1 g ( 6 ) I <

 n lQg a'
<

logp logp

(H costante.opportuna) per la seconda délie (7).
Ne segue che, detto l(p) V esponente délia massima potenza di p

che divide il prodotto II ([!•]), si ha:

HP) <
k

p*
•p

(si ricordi che i termini délia sommatoria dipendono da i attra-
verso s). Abbiamo poi (per (12) e (14)):

y H a H- / - ^ ) <C y6 ç7'1.— h yl T^— log (2a') -4-
15 \ J pllmj— '6 logjp '5 log_p &x }

à

(dove i Yi sono costanti di evidente significato).
Si deduce quindi :

&(l) = S l(p) log {p) < S i p • 0{VH) -+- 0(5) i = S p • 0(5m).

Se noi ora supponessimo Fesistenza di una successione crescente
di interi

i îfï 1 Vi» 2/s» — Î î/«i — (^ - * + oo per W - + OO)

taie che risultasse Pyj^ylog"y — 0 per t/ —̂  -+- oo lungo la succes-
sione | t/f ) avremmo (si ricordi il lemma III) :

il che è in evidente contrasto colla (8). Da questo assurdo segue
il nostro asserto.


