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Sull’ Aritmetica dei polinomi di espomenziali a valori interi.

Nota di Marco CUGIANI (a Milano).

Sunto. - Sia F(y) =coyr-+c,y2—1+ ..+ cn(ce =0, cn 0. n=1) un po-
linomio a coefficienti interi, irriducibile. Detto Px il massimo divisore
primo del prodotto

F(a)- F(a®) ... F(a®™)
(2, X, m interi, m=1, ja|=2, (a, cn) =1) si dimostra che

l_izl_lPx/Vxlogx>O.

I

E gia stato fatto oggetto di studio il comportamento aritmetico,
al variare dell’intero «, di un polinomio a coefficienti interi, irri-
ducibile, del tipo:

(1) Fly) =cy"” +cy" '+ ...+¢c, (.0, ¢,=0, n=1)

quando I’argomento y del polinomio sia assunto uguale ad a* (con
{a| intero =2) (V).

Ora moi ci proponiamo di estendere lo studio al caso in cui si
assuma ¥ = 0% (@, m interi; |a|=>=2, m>1, (a, ¢,)=1).

(2) E. BOMPIANI, op. cit. in (4!). M. ViLLA, Direzioni d’osculazione e di
iperosculazione di due trasformazioni puniuali. Questo « Bollettino » S. I11,
A. II, pagg. 188-195 (1947).

(!) Vedi G. Riccr, Sull’ aritmetica dei polinomi in ax .., « Boll. U. M.
I.». 12 (1933), pagg. 222-228.

Vedi inoltre G. POLYA : Arithmetische Eigenschaften..., « Jour. f. Math. »,
Bd. 151 (1921), pagg. 1-31.
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Piu precisamente vogliamo dimostrare che posto:
@) G(x) = F(a=")
(per « intero) e chiamato P, il massimo divisore primo del prodotto
®) (@) = | G(1) - G(2) .. G(a)]

esiste un numero positivo y (indipendente da x) tale che per x ab-
bastanza grande si ha:

P,>yVaxlogw.

Cid equivale ad affermare che
lim P,/ Valoga > 0.

Se ne deduce in particolare che P, — -+ oo per & — + oco.

II.

Alla dimostrazione del nostro teorema premetteremo tre lemmi
{la lettera p denoterd sempre numeri primi).
Levya I. - Per (k, p) =1 la congruenza:

) y"=%k  (mod p7)

ammette al pilt 2m soluzioni (mod ps).

Questo lemma & una immediata conseguenza di una proposi-
zione dimostrata da SAMBASIVA Rao, la quale afferma anazi, piu
precisamente, che la (4), se & solubile, ammette esattamente un
numero di soluzioni dato da (ym, ¢(p%)). dove y =2 per p —=2 e 2{m,
ed invece y==1 in tutti gli altri casi, mentre ¢(xn) & I’indicatrice
di EuvLER (*).

LemMA IT. — I1 numero N(£) delle soluzioni della congruenza :

) e =kp  (mod g-p)
(dove (k, p)=(g, p)=1, 0 << < s) che non superano un numero
reale prefissato &, soddisfa alla limitazione

£

Per dimostrarlo osserviamo anzitutto che ogni soluzione della ()

(*) K. SamBasiva Rao, On the representation of a number as the sum
of the k —th power of a prime and an 1 — th power-free number, « Proc.
Indian Acad. Sci.», A 11 (1940), pagg. 429-436.

La proposizione qui ricordata & il lemma 3 pag. 431.
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deve soddisfare anche la
6) " = kp’ (mod ps),

e quindi basterd dimostrare il lemma per la (6). Perché uno dei

numeri x
1, 2, 3,..., [£]

possa soddisfare la (6) dovra essere anzitutto m|r ed x multiplo
di prim; dovrd cioe aversi per x =y . prim

. y"+p =kp"  (mod p*)
ossia
y "=k (mod p*—’).

Questa congruenza ammette al pilt 2m soluzioni in ogni gruppo
di ps— numeri consecutivi, e cid in virtih del Lemma I; quindi
la (6) ammette al piit 2m soluzioni in ogni gruppo di

1—m

»
S—r-t — s+ r
+ o —

p =p

numeri consecutivi. Avremo percid:

£ £
N(E)S2m<[m}+1)g2m(w+1)

Osservazione. — Se anche fosse »>=s allora dovendo essere x™
un multiplo di p* il numero N(§) dovrebbe soddisfare alla limita-

zione
4

NGE) <

—pslm

¢ quindi a maggior ragione anche alla limitazione precedente.
Lemma III. - Vale la limitazione :

2
Sp=0(2_).
psa? (10g 90)

Questa & una immediata conseguenza del fatto che, come & ben
noto, detto p, 1’ #n-esimo numero primo, si ha :

p,—= O(nlogn) e quindi Pr < knlogmn,

per n==2 e k indipendente da ». Avremo percid ovviamente (posto
Prr S <p,):

.
2 p<2+k tlogtdt:O(r?logr):O(L’).
p=w 5 logx
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III.

Scelti ora due numeri v,, v, reali positivi (com vy, < |¢,|<<7y,) si
pud in covseguenza determinare uno £, tale che per ogni £ =%, ed
ogni & <<k si abbia

N la "< GED I <vy-la 8" |GED]<vy- o [E
Poniamo allora (per £=>¢,):
@(5) = log I([E]) = log | G(1) - G(2) ... G({E] |
ed avremo (per § =%, e £ <% avendo inoltre posto o' =|a|):
{#E — 1)~ loga’ + logy; < log| G| < wimlog o’ + log v,
{log | G(E']) | < #t™log a’ + log v,
e conseguentemente
(]
(8 E = OE) + 2 (nh — )" log &’ + logy,) =
h=fEo+1]
Yl
= &) + nlog &’ m + OF™) +  [B]— g, + 1] logy,
= vy it 4 05, (v, costante positiva).

Sie ora p un numero primo assegnato non divisore ¢i e (si ri-
cordi che (4, ¢,)==1) & consideriamo la congruenzs:

{9 Glz)=F(a™) =0 (mod pY);
se 1, © una radice della congruenza:

{10) Fly)=0 (mod p)

e 8o

ao=y, (mod p)

e se inoltre chiamiamo g(p*) il gaussiano di p* in base a (ciod
Pesponente a cui appartiene a (mod p*)), allora le soluzioni della
congruenza:

(11) "=z, (mod g(p')

sono le radici della (9) corrispondenti alla radice y, della (10).

Ora se D & il diseriminante del polinomio F(y) il numero delle
soluzioni della (10) won pud superare la costante y, =nD® Per
quanto si riferisce alla (11) due casi possono darsi:

1°) pI=%, 20) VAR

Ricordiamo che in generale si ha g(p')=gpi~=.p (dove « e B
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sono indipendenti da 4, una volta fissati @ e p e si ha B<<p-—1).
Soltanto nei casi in cui risultasse a > 1 si dovrad porre g(pi) ==p
tutte le volte che si abbia o > 4.

Si osservi inoltre che risulterhd sempre:
(12) o << log (2a’) L

! logp’
si ha infatti p*|af — 1 e quindi |af — 1|=p* ossia |
ed essendo B << p segue 1’asserto.

Posto percid s=¢—a per « <4 -ed s=0 per « >4 la (11) si
puod scrivere:

{13) X" = 7, (mod p*« B).

(2| > p=,

Nel caso 1°) il numero delle radici (mod p°.f) di questa con-
gruenza & dato dal prodotto dei numeri delle radici, rispettiva.
mente (mod p°) e (mod £), delle due congruenze:

" =g, (mod p’, ™=z, (mod B
I1 primo non supera Zwe per il lemma I ed il secondo mon pud

superare f; Percid il numero delle soluziomi della (I8) im inferi
positivi @, con » <<% non pud superare il valore dell’espressione:

o]+ <oy )

/

che a sua . volta non supera (essendo m = 1):

2m ,——;,m -+ p) .

Nel caso 2°) si ha invece, per il lemma 1I, che il numerc degli
interi positivi z <<% che soddisfano la (13) & maggiorato da:

Quindi il numero complessivo delle soluzioni della (9) che ri-
sultano <& & maggiorato da:

A

| \ 2
R A

By £
? dmp + dm —— ps/m é =Y 3? -+ pslm %7 (vs = 4my,).

D’altra parte Vintero primo p entra in ogni fattore G(b) del
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prodotto TI([f]) ad una potenza il cui esponente non supera:

log | G(b)| _ mEi™loga’ + logy, < HEg™
log p log p — logp

(14) k=

(H costante opportuna) per la seconda delle (7).

Ne segue che, detto I(p) I’ esponente della massima potenza di p
che divide il prodotto M({E]), si ha:

Up) < 2 Y5 %pf,m+p€

(si ricordi che i termini della sommatoria dipendono da 4 attra-
verso s). Abbiamo poi (per (12) e (14)):

z k k ¥ HIm
b . = = .
E Ys(ps[m +10) =% 2P+ %_2:1 =1L iogp *

D fl

fogp “+ v logp log (2a’) +

L 1 m_P :
+Ys£'m(1_ m)‘——g'ﬁg +Y81‘6:g.—’
(dove i v, sono costanti di evidente significato).
Si deduce quindi:
D) =2 Up)logip)<<ZT|p-0E") + 0E) | = Zp- OE™.
P P P
Se noi ora supponessimo Pesistenza di una successione crescente

di interi
{ylf Yis Yas ooy Yny oo (yn'_'_*—ooper”—.—*.oo)

tale che risultasse P,/Vylogy — 0 per y — =+ co lungo la succes-
sione |y} avremmo (si ricordi il lemma III):

m P : my — ylogy my — m+1
W= 3p- 0y 1= 0(1og,) - 0w = o o) O™ = oty )

il che & in evidente contrasto colla (8). Da questo assurdo segue
il nostro asserto.



