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Sull’ equazione di Bessel.

Nota di B. S. Porov (a Skopje, Jugoslavia).

‘Sunto. - S¢ oftiene una condizione necessaria e sufficiente per la riducibi-
lité di wna equazione differenziale, comprendente in particolare Uequa-
zione di BESSEL.

La condizione che esprime che I’equazione di BESsEL

(1) ¥y + a2y + (x* — oYy =20

ammette soluzioni sotto forma finita &, come & noto (?),

@) 2w =2 +1, m=0 =1, =2 ..

(1) WaTsoN, Theory o} Bessel functions, 1944, p. 52.
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In questa nota noi ritroveremo la condizione precedente e di-
mostreremo il seguente risultato :
1° Affinche 1’ equazione (1) sia riducibile, & necessario e suf-
ficiente che la relazione (2) sia soddisfatta.
2¢ Se 'equazione (1) & riducibile, essa pud essere secritta sotto.
la forma

(@D + @,) < (x®,D + )y =0, D= —0;;,
con (%)
2n + 1 » fn+1/2, k] —
—_——— A — 3 k —_—
>, =Fiw— 55—, b, = kio(i— 1) Caip i=V—1,
” [n+1/2, k] . 2k + 1
—— 7 &
Po =t 2 B iy (“ T3 )

ove noi abbiamo adoperato, per semplificare, il simbolo di HANKEL

o 12, 1] = (B0 07 — 1[0+ 1);;:.312]! oo [@F + 1) — 2k — 1)7],

[#n+1/2,0l=1, k=1, 2 3,..

Infatti, consideriamo I’ equazione differemnziale
(3) x%y" + (ae + By’ + (Ax® + Bx + Cly =0.

che contiene 1’ equazione di Brsser (1) come caso particolare. I
coefficienti «, 8, 4, B, C, sono parametri arbitrari.

La condizione necessaria e sufficiente percheé la (3) sia riduci-
bile & che essa possa essere messa nella forma (3)

@ (D+20) < (RD+ 3h)y =0,

dove f, (¢=1, 2, 3) sono dei polinomi.
Dal confronto delle equazioni (3) e (4). si ottengono le seguenti
identita
(5) mf’2+fs+f1f2.5f2(“w+ﬁ)y
wf's — fy + [y =[(Ax* + Bx + C).

(?) Lia funzione ®, & legata alle funzioni di HANKEL di prima e se-

3 2 P
conda specie H}.’ dalla relazione
— iog (2,1)
D, = greivjF(n+1) Hn;”g

(®) FroQueT, Sur la théorie des équations différentieilés linéaires, Ann.
de I’Ee. Norm. II® Série, t. VIII. (1879) Suppl. 1-131.
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Prendendo per 1 polinomi

n 1 . .
f,:kzoa,,km”—"'“, i=1, 2, 3

@y, 0=0, ay,, =1, a,,=0, £=0,1,2,..., n—2

e sostituendo questi valori melle identita (5), si ottengono le equa-
zioni algebriche

(m—F 4 2)thy, h—s Oy, iy By, g+ Oy, 1 By, gy + By, ey =%, 4y + Bty o
(m—F + 2)ay, 1—s = Oy, yi1 Ws, g—s + Byy U, 1—1 = Ay, ;g + By, ;s + Caty, ;g
k=1,2 3., n+1),

da cui si trovano i parametri a,,,.
Con I’eliminazione dei parametri a@,, , si ottiene la relazione

(6) 2B —af =V — 4420 + 1 — V{ — 1! — 4C)

che & il criterio di riducibilitad dell’ equazione (3).

Si pud dungue enunciare il seguente risultato:

La condizione necessaria e sufficiente perché 1 equazione dif-
ferenziale (3) sia riducibile & che fra le grandezze 4, B, C, «, 8 e
il numero naturale » esista la relazione (6).

Prendendo, per 1’ equazione di BESSEL (1),

x=B=0, f=A=1 C=—on*

si arriva ai risultati 1° e 2° ricordati in principio.

Facendo rilevare che la riducibilitd della (1) porta I’integrabilita
per quadrature della medesima equazione, si conclude che la con-
dizione (2) & anche valida per I’integrabilitad della equazione (1).



