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Sulle funzioni ultrasferiche di seconda specie.

Nota di ALESSANDRO OSSICINI (a Roma).

Sunto. - S¢ stabilisce un’espressione per le funziont ultrasferiche di se-

conda specie analoga a quella del RODRIGUES relativa ar polinomr wl-
trasferici.

1. L' integrale generale della

{1 (1 — &y — @\ + Ly’ +n(r + 28y =0
& dato d1
td y=AP,Nx) +

i 1
~ B — 1)—"—**%(90 +1)2 R1?’ (n +A +5, n+1. 2n+2% + 1, 2 )

1—=x
con

) n 1
e SR Rt Ll Tl

ove A e B sono costanti arbitrarie, P,M(x) & il polinomio ultra-
sferico dato da

”1‘2](_ 1)’"2”“‘2'"I‘(’n + A - m) 2

[
PO = B i omy i m T TN

e F (') ¢ la funzione ipergeometrica di GAUSS.
Ora per x arbitraria nel piano complesso tagliato lungo il seg-

() Cfr. G. SANSONE, Lezwont sulla teoria delle funzions di una varia-
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mento (— 1, +1) e per A>— %, n=>0 (escluso X =mn = 0) chia-

miamo funzione ultrasferica di seconda specie I’integrale non pe-
linomio della (1) definito da

1 1
2"'“1"11‘()\ -+ §)I‘(n + A+ Q)I‘(n + 2})

Q,V(x) = T@r@n + 2 + 1) (@ — 1)~ 3+ 1)%“F<fn+

+)\+}, n+1, 2n 4+ 27+ 1, —-E——)
2 1-x

La funzione ultrasferica di seconda specie (3) soddisfa alla re-
lazione ricorrente

nQ,0(@) = 2n + X — NaQnli(@) — (0 + 2\ — Q4% o), ()
valida per i polinomi P,M(x).
2. Stabiliamo ora una espressione della @,(*(x) analoga a quella

del RODRIGUES relativa ai polinomi P,(M{x).
Si ponga nella (1)

i
@ y=s*— 1,
si ha cosl la
5) 1—a)2” —(3—20xz' +(n+1)n+ 20—~ 1)z =0,
il cui integrale generale & pertanto
=4 r—1
(6) z=Cl*—1) *P,MNax)+ Cya'—1) *Q, ),

con C,, C, costanti arbitrarie.
La () si pud ottenere derivando % volte la

(7 (1 —ahu” — (8 — 28 — 2n)au’ + (2 + 20 — Nju =0,

il cui integrale generale &

oo

i 1
® w=D@ -1 T A

— -,
n+i+
2
z (2 —1)
con D,, D, costanti arbitrarie.
La a pud avere qualsiasi valore che non sia reale e compreso
tra 1.

(?) Cfr. G. Szred, Orthogonal Polinomials, « Amer. Math. Soc. Coll.
Publ. », XX1II, (New York, 1939) pag. 82.
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Essendo
d™u
P =
si ha anche
MY T e gt dw
9 =M 5@ —1) + ,W.(x—— ) —
x (-’02 — 1) 2
con M,, M, costanti arbitrarie.
Se confrontiamo la (6) con la (9) ricaviamo
n
(10) P,Wx) = K, (x* — 1)2 -xd "( o n+l—%’
i - Lo =)
(1) Q@) = Ky — 12" - e _ 4 [ R
dar A+
3 1) 2

La costante K, della (10) & data da (°)

1 ()\ “+ )F(n -+ 2))

K‘:n!Q“

T(24) [‘(n + A 4+ ;)
Per determinare la costante K, se supponiamo || grande, il
termine principale in (11) ha I’ espressione

(—1)yn! 1
*2n + ) an+2’

¢ poiché nella (3) il termine principale &

-_{21+n—11‘(1 -+ %)I‘(u “+ A+ )l‘(n +~ 23) 1
TE2)I(2n + 2) + 1) Tant®

ne segue che

(— 1)“221+n—1r(x + %)P(n A4z )I‘(n + 2))

12) K,= w! TENT2n + 2 ’

se poi teniamo conto della formula di duplicazione del LEGENDRE (!)
1
22—1T z)l‘(z +5)= I‘( ) I(2z),

(°) Cfr. G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale. Parte
prima. (Bologna 1948), pag. 164.

(*)_Cfr. M. LEGENDRE. Trauté des functions elliptique~ et des integrales
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la (12) diviene

(— 1)~r(1) (A - )I‘(n + 2))

K, = PRI TENTO + )
cosl che si ha la formula
(13) . W) =
_(__mp( ) (A+ )r(,“ 2 ol e i
- 2 I T(ZA T + n) @ —1)" G —1) wird
x (xe_ 1) '

Questa formula & valida per qualsiasi valore di x che non sia
reale e compreso fra —=1.
Nel caso in cui « & reale e compreso tra =1 conviene defi-

nire Q‘,}’(m} per mezzo della relazione
—3) At 1 A) N .
1y 10 *)Qi.’<m)=§,‘e-*(%—*)wh -+ 09+ 6070w — 03

¢

1 1
ove il simbolo E()\ — 2—) indica la parte intera del numero A -3
B chiaro che Q,™x) cosi definita soddisfa all’equazione diffe-
renziale (1) per valori reali della wx.
Ora abbiamo

(13) Q,M(x = 04) =

bl e o

)

= — (f — 2 )_L/ —

2 T(2NT (o + )) (L= ', (2 1)'7+’~+§
P —

2

Nell'integrale 1’ integrazione & presa dal punto x all’oc lungo
linee sopra o sotto 1’asse reale delle x secondo che si consideri il
segno superiore od inferiore in = 0i.

Poiché detto integrale pud essere preso da 0 a x lungo 1’ asse

reale e da 0 a +400 0 — ¢co lungo l'asse immaginario, noi ab-
biamo

(— 1)*11*( ) (x+ )r(n+2x) o

(16) QWi = 0i) = PNy g2
o 270 | T(20) (2 + 1) dac™
€
i 1 'idw
(1 xz)n-kl 3 __‘da; +( ~__mi,)rwl 2 T s
(1 . m&)”+)+% (wz -+ 1)
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€ siccome &

. 1
. 1{ )
0

impiegando 1’ espressione del RopricUEs per P.M(x) si ha:

(— 1)"1"(.1)1‘()\ “+ zl)l‘('n, 2N
2 2 e--z(i—-l)rr(l . 2)2 A
2 I T(2N(n + N

@

(7)) Q= 0d) =

n _ 4 Ji
;—;,,(1 A - 1‘—37:4391 (s ))”P”(l)(x;.
R m,)n-r-l +
Per la (14) infine ne segue che
‘18; Qn“)(x) =
n—El)—1 1 x
(— 1) = ’)F Defaal T(n + 2))
— 2 2 1 a3 j’_‘_l ts L dx

- nn TN + %) (L —a?) " 5 —atpei—g —
(1—%2)‘”4’ t 2

0

la quale ¢ analoga alla formula del RODRIGUES relativa ai poli-
nomi P, \(x).
Dalla (17) si ha inoltre

i

(19) e“‘(%“)”an(w + 04) — e’(z '*)”Q,,(n(ac — 0d) = — miP, M(z).

1
Nel caso particolare A ) si ha dalla (13) la

~
”

(— 12! dr da
W)‘—W(x -_ 1)”] (.’EQ — 1)»2-4-1’

i

(20) Q,I(E)(w) =

valida per qualsiasi valore di x che non sia reale e compreso tra
=+ 1, e dalla (18) la

O (= 1yt dr d
(21) Qn(z)(x) = ('W);&Tfﬁ' dx" (1= x?)ﬂf(]_—__——:;‘l)lm 3
[\}

valida per x reale e compreso tra = 1.
Le (20), (21) sono le formule relative alla funzione di LEGENDRE
di seconda specie



