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Sttlle funzioni ultrasferiche dî seconda specie.

Nota di ALESSANDRO OSSICINI (a Roma),

$>unto. • Si stabihsce un' espressione per Ie funeiom ultrasferiche di se-
conda specie analoga a quella del BODRIGUES relativa at poliuomt ui-
trasferwL

1. L' integrale generale della

{!) (1 — ix?)y" — (2X -H l)xy' -4- n(n H- 21)y = 0
è dato à
(2)

. 2»+2X-+ 1,
1 —

con
^ n 1 n

A ^ - 2 1 ^ 2 " " 2 ' " 2 " 1 ' -

ove A e B sono costanti arbitrariej PnOJ(x) è il polinomio ultra-
sferico dato da

jy(-l)-2^H(i>^-m)
Fn [X)-JL« (n-2m)\m\T(\) x

e F (l) è la funzione ipergeometrica di
Ora per x arbitraria nel piano complesso tagliato lungo il seg-

(*) Cfr. Gh SANSONE, Lestoni siïlla teoria delle funetom di una varia-
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mento (— 1, -h* 1) e per X:> — - , w ^ O (öecluso X = w— 0) chia-

miamo funzione ultrasferica di seconda specie l'intégrale non po»
linomio délia (1) definito da

Çn
{»(x) = V(2X)r{2n + 2X ~t- 1) (aî " 1)"n~l"î^+1)*""*>-*-

+-X-+-| , W-+-1, 2W-+-2X-I-1, J ^ J ) .

La funzione ultrasferica di seconda specie (3) soddisfa alla re-
lazione ricorrente

%Lt(x)- (n + 2X -

valida per i polinomi PnM(x).

2. Stabiliamo ora una espressione délia Qn(
Xl(x) analoga a quella

del KODRIGTJES relativa ai polinomi PJtyx).
Si ponga nella (1)

(4) ^ = 0(0-— 1)"« " \
si ha cosl la

(5) (1 — a*)s" - (3 — 2X)ar£f' -H (n -h 1)(» -+- 2X - 1)0 = 0,

il cui integrale generale è pertanto

(6) z = Cx(^ - 1)X'k*PnM(x) + C,(*s - i)"~ *Ö^LH^

con C,, C2 costanti arbitrarie.
La (5) si pu6 ottenere derivando n volte la

(7) (1 — xx)u" — (3 — 2X — 2ri)xu' + (2X H- 2n — l)u = 0,

il cui integrale generale è

oo

con D,, flt costanti arbitrarie.
La cc puö avere qualsiasi valore che non sia reale e compreso»

tra qz 1.

(*) Cfr. G. SzEGö, Orthogonal Polinomials, « Amer. Math. Soc, Coll.
Publ. », XXIII, (New York, 1939) pag. 82.



SUIXE FUNZIONI ULTRASFERICHE Dl SECONDA SPECIE

Eseendo
_dnu

si ha anche

•x—! - , dn . «+ï>-£ / da;

con Jtf,, Mt costanti arbitrarie.
Se confrontiamo la (6) con la (9) ricaviamo

•*ƒ;

(10) PnHv) = K,{a

La costante K, della (10) è data da (')

i /" ^

Per determinare la costante K*̂  se supponiamo | x \ grande, il
termine principale in (11) ha 1'espressione

e poichè nella (8) il termine principale è

gjr(n f- 2X)

( ) ( -H 2X
ne segue che

(12) 2f2 =

se poi teniamo conto della formula di duplicazione del LEGEXDRE

(3) Cfr. Gr. SANSONE, Equazioni différenciait nel campo reale. Parte
prima. (Bolögna 1948), pag. 164.

(*) Cfr. M. LEGBNDRE. Traite des funchons elliptique'1 et des intégrales
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la (12) diviene

cosï che si ha la formula

(13)

2» -

Questa formula è valida per qpalsiasi val ore di x che non sia
reale e compreso tra :+: 1.

îsTel caso in cui x è reale e compreso tra zp 1 conviene défi-

nire Q« (x) per mezzo délia relazione

(14) (-lf^-*)Q*Ux) = ± \ e

ove il simbolo EÎl — ~ indica la parte intera de! numéro X — ~
\ à) l

È chiaro che Qn°-\x) cosï definita soddisfa alT equazione diffe-
renziale (1) per valori reali délia x.

Or a abbiamo
(15) Qn

{X)iX — 0») =

dx

r integrale T integrazione è presa dal punto x alPoc lungo
linee sopra o sotto Tasse reale délie x secondo che si consideri il
segno superiore od inferiore in =b(M.

Poichè detto integrale puö essere preso da O a x lungo Tasse
reale e d a O a + i o o o - ioo lungo Tasse immaginario, noi ab-
biamo

~
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e siceome è

impiegando Tespressione del BOÖRIGTTES per PJ^(x) ai ha:

(17) W^±Ofl ^ V l ^ } (1 «)•-

a-r*
0

Per la (14) infine ne segue che

X

A-> dn ,A . , / dx

o
la quale è analoga alla formula del RODRIGTTTES relativa ai poli-
nomi P^'ifa).

Dalla (17) si ha inoltre

(19) e"*^~" 'Qn{^ix ~*~ ^ ) — e ~ iQ*P"Kx — Of) = — -niPnM(x).

Nel caso particolare X —^ si ha dalla (13) la

(20) <

valida per qualsiasi valore di J? che non sia reale e compreso tra
± 1, e dalla (18) la

(Jl) QB /(x) - (2w), feM (1 - x ) J (1 _ ^ 1 + 1 ,
o

valida per a? reale e compreso tra ± 1.
Le (20), (21) sono le formule relative alla funzione di LEGKESTDRE

di seconda specie


