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Sul comportamento asintotico
di una classe di equazioni differenziali lineari non omogenece.

Nota di TrRisTANO MANACORDA (a Firenze).

Sunto. - S¢ dimostra che, soito opportume ipotesi, U'integrale dell’ equa-
zione x'" + f(t)x == @(t) tende asinloticamente all integrale generale del-
¥ equasgione x" = ¢{t).

1. A. WiNTNER ha provato di recente (!) che I’integrale gene-
rale dell’ equazione

1) w’(t) + fHut) =
nell’ipotesi che per =1, sia

o0 o0

oo T
)ff(tdtﬂhm jf(t)dt finito; [i x|[f s dt oo, t=t,,

T, — 00 <<
assume asintoticamente la forma
1" w(t) = ¢, + ¢, + of?), c, e ¢, costanti, t=>f,,

migliorando cosl un noto criterio di BocHER ¢ WEYL. In questa
nota, estendendo e adattando opportunamente il metodo di Wrn1-

(*f) Mi sono trattenuto sul risultato enunciato, per quanto essa sia
molto semplice, soltanto perch® comsiderazioni del tipo di quelle fatte si
applicano anche ad altri casi.
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NER, 8i dimostra un risultato analogo per il caso di una equazione
lineare non omogenea.

8. Si consideri I’equazione differenziale
@ =" + () = (t),
con f(f) e ¢(f) funzioni continue per {=1¢,. Sia
@) @ot) = [(t — et}

di modo che x, & una soluzione particolare dell’equazione x" =y {).
Se si pone

w{t) = 2,(t) + u(?),
u soddisfa all’equazione

“) w’ [t =4t W)= — 2 ().

Il comportamento asintotico dell’integrale generale della (2) &
noto quando sia noto quello dell’integrale generale della (4). Pro-
veremo la seguente proposizione: Nella (4) le funzioni f(t) e $(t)
soddisfino, per t =1t,, alle condizioni: 1) Siano finiti gli integrali

oo T 00 T
) f f(tydt = lim [ f(t)dt; f $(¢)dt = lim ’f Y(t)dt;
T =00 [d Teso0,
11) Si abbia

(6) f!t;lrfgol Ff(s)ds[ jdt < oo / |f Y(r) dr | dt < oo

T

In queste ipotesi Uintegrale generale della (4) assume asiniotica-
mente la forma
() w(t) = ¢,t + ¢, + o(t),

e quindi quello della (2) la forma
8) ot) = x,(f) + c,t + ¢, + of#).

Sapendo gik, per i risultati di WINTNER, che I’equazione omo-
genea associata alla (4) ha due integrali particolari indipendenti

della forma u, =1 + o(f), 4, =1 + ¢(f) con lime =0, basta determi-
t—sc0

nare il comportamento asintotico di un integrale particolare della (4).
Proveremo che nelle ipotesi (5) e (6) esiste un integrale particolare
v(t) della (4) che soddisfa alle condizioni :

) imo)=1, limv(t) =0, [v' = do/di].

=00



306 TRISTANO MANACORDA

3. Per le ipotesi [atte hanno significato, per { =1,, le funziom
(10)  F(t)=[ f(z)dr, G(t):tmaéxlF(s)(, H(y=[ G(x)d-.
t =< t
V) =[Yd,  Kty=[|¥0)d,
t t

che tutte tendono a zero per { — co. Inoltre G{f) e H(f) sono non
crescenti.
Cid premesso, si consideri I’ equazione integrale

(11) v'(t) = Ftyolt) + [ Fe)o'(s) ds — w(b) [v' = dvjdt].

t

B facile vedere con una derivazione, che ogni soluzione della
(11) & anche soluzione della (4). Per costruire una soluzione della
(11) ricorriamo ad un procedimento ricorrente ponendo

(12) vo=1, v, —0,=— [[F) — ¥()|dr,
t

ed in generale

o

‘13) Vypr — V= — _/.F(T)[’un - ’Un_]JdT —/drf F(S)[’U’n - 'v'"_,]ds.
i t -

Per poter scrivere le (12) e {13) occorre dimostrare che gli in-
tegrali a secondo membro sono convergenti, nelle ipotesi (10), per
ogni n. Per 1a (12) si ha

|[IF () — ¥olde | <[ |FG) | dr + [ | W) dv << H(t) + K#).
t ¢

Si ottiene quindi che l’integrale a secondo membro della (12) &
convergente e risulta percid definita la funzione v, — v,. Anazi,

si ha
(14) lim (v, — »,) =0.

t—eo00

Derivando la (12) si ha anche

(15,) v, = F() — ¥(#), lim ', = 0.
t s 00

Se poniamo

(16,) wxzfl'v’l‘dr:/‘v,l"”,old",
t t

si ha anche

(17.) wy(t) = [| F(x) — W) | de < H(t) + K(B),
i
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¢ percid
lim w,(¢) = 0.
t s 00

Dalla definizione risulta poi immediatamente che w, & funzione
non crescente di { e che si ha:

(181) I ”1(t) — Y ‘ < w,(t).

Passiamo alla seconda iteraziome. Dalla (13), per » =1, si ha
che il secondo membro & in valore assoluto minore di

TIF@) o) — v, | de + [de [| Fls)|v'\(s) ds.
¢ t T
Ora, dalla (18,) e (10) si ha

JIF@ |0, — v, | dv < [| F() | wy(e)de << w,(8) [ | F(s) ) de <<, ($)HL (8)
t t t

[ae [|Fig)| vy | ds < [ds [Gls) o', |ds < [ Glr)w,(r)de < w,(8) HIt).
t T t -~ t

Risulta quindi che anche la funzione v, — v, esiste ed anzi si ha
[
| 0y(t) — v,(t) ' << 2H by (#)

percid ancora lim (v, — v,)==0. Si ha anche, derivando la (13) per
t=—s 0

n=1
v'y(t) — v's(t) = F(B)fo, — v)] + [ P () d,
t
e quindi
(15,) [y — ', | < 2G(Hw,(F),
e quindi ancora tlim (v'y —v')) = 0. Posto, in analogia alla (16,),
(16,) wy(t) = [|v'r) — ') | dr,
¢
si ottiene
(17,) wy(t) << 2H (Hw (8), tlim w, = 0,
(18,) | 2a(t) — 0y(F) | < wy(t) < 2H (B, 2).

Procedendo ora per induzione, supposte vere le formule (14)-(18)
per # =1, 2,..., N — 1, dimostrandole vere per % — N.
11 secondo membro della (13), per » =N, & in valore assoluto
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minore di

[IF@ N0y — vy_yld+ [d [1PG) 0y — o'y | do.
t t T
Ora si ha

[IF@ oy — oy | de < [myld) | Py | ds < myt)H 1),
¢ t
[’”N—‘:[' vy —y_4] d-r];
t

f & f | F(g) |0y — vy, | ds g[ Gl [ |0y —v'y_y | ds < mp(H,
t T

t T

e percid la funzione vy, , — vy esiste e si ha

| vy — Oy | < 2H(twy, tlim (Vy, 4 — vy =0

Analogamente
(18, ,) | ¥ N1 — V| < 2G(H)wy, tl_i*moo(v’m_l — vy =0.
(7,9 Wy, < 2H(wy .
(18y,,) |y — V| <wy,,

Con cid le formule (13) risultano giustificate per ogni n. Anazi.
dalle (17) si ottieme immediatamente

(19) W, < [2H()]"w, .

Poiche II(f) tende a zero per {-— co, pud supporsi che per
t=>1t, sia 2H(?) < 1/2, di modo che la (19) diviene

(199 Wy W, [2%
ed anche, per (18) e (15)

(m) ‘ Vo — Uy I = w, /291.’ | v'n-l-l - 'v'n | < 4G(t)m| / 2n

00 [, <]
. 2. . ,
Risulta quindi che le serie v, + 02 (Vs — V) @ %‘. (V\pyq— V)
sono assolutamente e uniformemente convergenti, ed avendosi

”
’
Vg =0y + g: (Vrgr — i)y Yy =

opMs

('v,h-H - 'v’h)’
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anche le successioni |v,}| e |v',] convergono uniformemente. Posto

ot) = Hm v, = v, + 2 (Vr 4, — Vi), V()= lim o', = B (v'y4, — V")),
7” — 00 0 —n 0

v & la derivata di v e si ha

(21) lim »(f) =1, lim »'(f) = 0.
t—s 00 — 00
Dalle (13), sommando membro a membro, si vede che la suc-

sessione | v, ! costituisce una successione di successive approssima-
zioni per la (11), si ha cioe

ey = Flbyo, + fF(-c) o de — W),
i

Da questa, passando al limite per # — oo, per la uniforme
convergenza della successioni |v,{ e {v',1 si vede che la fun-
zione o(f) & una soluzione della (11), e percid anche della (4). Per
le (21), v(}) soddisfa alle (9) e quindi la nostra proposizione & com-
pletamente provata.

4. B ovvio, che se le condizioni {5) e (6) sono soddisfatte dalla ¢(t),
si pud scrivere direttamente la (7) per 1V integrale x(f) della (2).
Pud darsi perd, che le (5) e (6) non siano soddisfatte da «(f), ma
invece dalla ().

Questo ad es. accade quando si abbia

22) ()| << ajt2+e, o(f) = sen £, a e pcostanti positive.

quindi xy(f) = — sen {. In questo caso, ¢(f) non & integrabile tra ¢,
e oo, mentre invece le (5) e (6) sono soddisfatte da f(f) e J(f). Lo
stesse accade, piti in gemerale, quando f(f) soddisfa alla (22) e x,(f)
¢ una funzione limitata di f,

| 2ot} | << L, L costante, t>t,.

Si ha infatti in tal caso

a 1 a 1 a —
lF(t)|£1+ptl_ﬂ3’ G(t)él_*_Pm, H(t)émt f
La 1 La
¥y | < — —, K@< e,
| ()'—1+pt“P’ O= s

In questo caso si viene a generalizzare e migliorare un classico
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teorema sul comportamento asintotico degli integrali di un’equa-
zione lineare omogenea (%)

5. Nel lavoro citato, WINTNER ha dato una dimostrazione ele-
mentare del faito che se mnella (1) f({) conserva sempre lo stesso
segno, allora le (1') divengono necessarie, oltre che sufficienti, per
la validita della (1”). Adoperando ancora il' ragionamento .dello
stesso Autore, vogliamo ora provare che se nella (4) per t = t,, f(t)
conserva sempre lo stesso segno e st ha

¢
(23) [aylt) | =1 f (t —t)p(r)dr | <1 —d. d costante positiva,

allora le (5) e (6) divengono anche nécessarie per la validita della (7).
Cominciamo con !’osservare, con WINTNER (loc. cit. pag. 596)
che la prima della (6) pud ora scriversi

(24) f t {(t) dt limitato,

e che, per la (23), questa sola relazione equivale alle (3) e (6) in-
sieme.

Basterd quindi provare che, se esiste una soluzione (#) della (4)
che soddisfa le (9), deve valere la (24).

Per assurdo: supponiamo che una tale soluzione esista e che
la (24) non sia verificata. Dalla (4) si ha

" = —t f(f)[x, + v].

Poiche tlim v=1e |x,! <1, si vede che esiste un £, tale che
_ 0
per t =1, il secondo membro ha il segno (costante) di — f(¢), e che
quindi v’ & per ¢ >¢, funzione monotona di {. e conserva quindi
per t=>1, con t, sufficientemente grande, anch’ essa sempre lo
stesso segno.
Integrando la relazione precedente si ottiene

¢ t
'[Tf(‘t)[xo —+ v]dr :/m"dr = tv' — v + cost.

t, ¢,

Ora, 1a funzione integranda a primo membro ha, per {>t¢,,

(3) Cfr. G. SaNSONE, Equazioni differenziali nel campo reale, 11, pag. 41,
(Bologna, 1941).
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segno costante, ne segue che 1’integrale & una funzione monotona
di ¢{ ed ammette percid limite per # — co. Se questo limite fosse

finito, sarebbe finito anche 1’ integrale (24) contro Vipotesi. Si ha
¢

dunque lim | «f (t)j, + v]dt| == + oo, e percid, lim {v' = = co. Ma

t—+ 00 t —» 0o

allora, fissata una costante k, esiste un #, tale che per t >¢, &
' >k, [tv" < K], k>0

e quindi lim »(fj = oo contro V' ipotesi.

-— 00



