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Ricerche sulla varietà quasi asintotiche.

IL Quasi-asintotiche ortS di specie massima.

Nota di LUIGI MURACCHINI (a Bologna).

Sunto, - ~8t studiano Ie condtzioni afftnchè una varietà Vk possegga cisse-
gnate totalità di calotte h-dimensionah a carattere M quasi-asintotica
or>s di specie massitna.

1, In una Nota précédente (l) ho stabilito alcune proposiziom
sulle varietà subordinate (e loro calotte) quasi-asintotiche (rl 11 per
una Vh. Come ho detto in quella Nota intendo trattare, relatira-
mente alla Vh (h > 1) quasi-asintotiche, quet problemi che il prof.

(*) Questo a Bollettino », S. III, A. VI, pp. 198-206, (1951). Per il signi-
ficato dei termini adoperati nellft presente ]S"ota e per Ie notazioni. si
•veda il citato lavoro.
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M, YIIJLA ha affrontato in alcuni lavori {*) per Ie curve quasi-
asintatiche. Qui mi occuperö soltanto delle quasi-asintotiche di
specie massima. Il risultato del n. 2 relativo alle varietà di VERO-

NESE e quello con cui termina il presente lavoro sono e stension i
di risultati del VrLLrA sulle curve quasi-asintotiche e lasciano in-
travvedere la possibilité che altri di quei risultati continuino a
valere quando si passi dalle curve alle varietà quasi-asintotiche.
Il rieultato del n. 3 invece non ha V analogo nel caso delle curve.

2. Il problema da esaminare si enuncia, nei termini più gene-
rali, rome segue : determinare la varietà Vk che posseggono ood

calotte h-dimensionali, di ordine s — r, ffhs~r. di quasi-asintotica
I /h-f-s — i\] '

<*r, s, dt specte masstma Th, s
 Th, s — I I (% Per ogni ca-

lotta ^-dimensionale^ d' ordine s — r — 1, ah8"1*"1 , con 0 < 8 <

< (k — h)( I (4). U n primo passo verso la soluzione

del p rob lema consiste nel t radur lo in un sistema di equazioni alle
der iva ie parz ia l i ( l ineari ed omogenee) Ie cui var ietà in tegra l i
sono quel le cercate. P e r evi tare eccessive complicazioni formali ei
l imi te remo a par t icolar i valori di r ed s ; i procedimenti che segui-
remo si possono tu t tav ia applicare anche in casi più general i .

Anz i tu t to a lcune osservazioni sul caso r = s — 1. Si possono
appl icare a questo caso considerazioni del tutto analoghe a quelle
dél ia Nota ci tata i n (l), dove si t ra t ta delle quasi-asintot iche $1,2
di specie mass ima. Sussistono proposizioni i cui enunciat i si otten-
£rono dagl i enunc ia t i délia Nota predetta sostituendo aile equazioni

(2) Si veda : Bicerche sulle curve quasi-asintotiche, « Rend. Lincei »,
S. 6, vol. 28, pp. 246-256 e 302-310, (1930). Si vedano inoltre i iavori citati
nella op. cit. in (4).

(3) Ometteremo l'indice, che solitamente indica la specie, nel simbolo
ar,ff; è inteso infatti che nel presente lavoro la specie ha il suo valore
massimo, indicato nel testo.

(4) Per poter esprimere che una calotta di Vk è di quasi-asmtotica ar, s
(di specie qualsiasi) occorre che essa sia d'ordine s — r, corne si vede
subito- dalPespetto analitico delle condizioni. Queste mostrano pure che
l'imporre ad una V* di possedere meno calotte a^—s, di quasi-asintotica
a r t S (di specie massima), di quante se ne esigono nell'enunciato del nostro
problema, per ô = 0, non si traduce in equazioni aile derivate parziali
che la Vk debba soddisfare. Coei accade, ad esempio, quando si imponga
ad una superficie di possedere soltanto un numero finito ci curve asinto*
tiche. È pertanto chiaro che le limitazioni assegnate per ô nell'enunciato
del nostro problema sono necessarie affinchè esso abbia veramente inte-
resse .
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di uAPLAOE^equazioni lineari ed omogenee d'ordine s, alle iper-
quadriche associate alle prime, ipersuperficie d'ordine s associate
alle altre ed agli spazi lineari doppi per Ie quadriche, spazi lineari
s-pli per la ipersuperficie. Fra l'altro si ha:

Se ogni calotta «V di una varietà Vk è Gh1 di ffs-i, s > cti specie
massima, la Vk appartiene allo S(s — ï)-osculatore in un suo punto
generico.

Osserviamo che una calotta <V~~r di artS1 di specie massima, è
^nche calotta di <xmiS (sempre di specie massima) per ogni r < m <
< 5 — 1 (5). Segue che : se per ogni calotta au1 di una Vk passa
una calotta <Jh3~r di <jr( s di specie massima, la Vk appartiene allo
P(K — l)-osculatore in un stto punto generico.

Passiamo ora al caso r = s — 2 ; sussiste la seguente proposi-
zione di carattere locale : lo S(s — 2)-osculatore ad una Vk aia
regolare in un suo punto e sia data una calotta <r'A_x per quel
punto. Se per ciascuna delle ooK—h calotte c^1, contenenti la G\_A ,
passa una calotta aA

2 di trs_2 ?, (di specie massima), Ie oo^-'1 calotte
^* hanno a comune una calotta ^h-1, che è calotta di <ss—t,8 di
specie massima. Ho dato altrove (6) una dimostrazione délia pré-
cédente proposizione, per k = 3, s = 3, h = 2. estendibile senza
difficoltàr a &, s, h qualsiansi. Ometterö pertanto la dimostrazione.
Come ho fatto nella op. cit. in (6) si dimostra poi, tenuto conto di
un classico risultato dèl BOMPIANI (7), che : le uniche Vk che pos-
seggono una calotta <jfi

2 di <v_2)S (di specie massima) p' r ogni ca-
lotta <rk

l ^d hanno lo S(s — 2)-osculatore regolare in ogni punto
sono le V^8-1)" del VERONESE che rappresentano le VkZi di SK.
Quewte ultime vârietà posseggo'no anzi varietà Yh quasi-asintotiche
7s_j^ e quindi calotte di tali varietà di qualsiasi ordine. I/oeser-
vazîone fatta poco sopra permette (8) di concludere che :

Le uniche varietà Vk che posseggono una calotta ch8"r di quasi-
asintotica <rP( s di specie massima, per ogni calotta «ik1 e che appar-
tengono ad uno spazio avente la massima dimensione compatibile
zon quella ipotesi, sono la Vk<s—lîk del Veronese,

(5).Ciö si vede ragionando in raoau anaiogo n ^aello del V I L L A in
jp. cit. in (% pag. 250. Avvertiarao una volta per tutte che intendiamo
sempre che gli indici delle quasi-asintotiche abbiano effettivamente il va-
iore indicato e non un valore inferiore.

(6) In una Comunicazione al I V 0 Congresso U. M. I. dal titolo : Sulle
varietà del Veronese,

(7) E. BoMPiANï, Proprietà différenciait car alter istiche di enti algebrici.
« Mem. Ace. Lincei », S. 5, v. 18, pag. 474, (1922),

(8) Anche qui si ileve ragionare come ha fatto il V I L L A in op. cit.
in (5), pag. 253.
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8. Iiimitiamoci ora a considerare le quasi-asintotiche <ri)3; Te-
stensione alla ffs-2, s présenta soltanto semplici difficoltà formalL
Sia «(«*!,..., uki Sj,—, Sjt-ft) il punto che descrive una Vk; una
Vh di Vk sia data mediante Ie

Poniamo :
(« = ! , . . . , »-*)(»)

e cosl Via. Inoltre sia:

(1)

(2)

S

3a;
«) = .— ,

\U) •

s i

s p.
dove nelle (1) e (2) i prodotti soiio i soliti prodotti simbolici di
operatori differenziali (Ie derivazioni non sono da applicarsi alle p).

Una calotta <r;i
? è determinata dai relativi valori delle p ed r,

affinchè sia calotta di 0-1,3 di specie massima debbono annullarsi
Ie matrici:

SI)

[11]

(3)
[hh\

[ijl] -+- S r„*r,« + Sf • •+• S r „ T , * I

j , ? = 1, ... , h)

dove S(l) indica fc -+- 1 righe formate da x ed i suoi derivati primi.
Una qualsiasi delle rv* compare in h delle matrici (3) ed in

ciascuna ha un coefficiente diverso (eguale, a meno di un fattore
numerico inessenziale, ad uno dei F«). Si vede subito che se nes-
suna delle matrici.

(*)
[hh]

(a = 1,... , k — h; m ™ 1,.. . , h)

(9) Indichiamo con lettere greche gli indici delle #, che variano da 1
k — h ; con lettere latine gli indici delle it, che variano da 1 ad h.
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è identicamente nulla riapetto alle p / non vi puö essere più di
una calotta 9h

% di <TI}3 per una generica <*k
l di Yft) quande sla

h > —j— (l0). In questo caso, se si vuole che per la generica «r̂ 1

passino 00$ calotta vh
2 di a^a, debbono Ie matrici (3) essere identi-

oamente nulle rispetto alle p* ed a S fra le rtj*, corne si vede
senza difficoltà. Dato il modo, indicato prima, col quale Ie r^* com-
paiono nelle (3) si conclude che :

Per ogni calotta ^ di una V k ( h > — j — 1 possono passare

00$ calotte ffhs di <TI,3 di specie wtassirna, soltanto per S -- o( ~\ \

con 0 < p < k — h.
Ci limitiamo alla précédente osservazione, atta a far rilevare

la differenza fra ciö che accade quando h è sufficientemente ple*
vato, rispetto a k, e ciö che invece si ha ïiegïi altri casi.

Tralasciando 1'investigazione delle numerose questioni, che sor-
gono spontaneamente da quanto sopra è stato esposto, terminiamo
col determinare Vk per Ie quali ogni calotta <7h* è calotta di ^1,3, di
specie massima. Per tali Vh debbono annuliarsi tutte Ie (4) identi*
camente rispetto alla /?t«, pertanto la Vh deve soddisfare ad un
sistema di equazioni di LAPLACE avente un sistema lineare \ di
quadriche (dello Sk-i) associate contenente, qualunque siano la px*m

Ie quadriche

(5) S Xy(6t -f- S iv^KO, + S p*ta) + pLÖpfö, + 2 Pl**a) = 0

dove p = l,..., fc — h; 1=^1,..., fe, Queste sono fo(fe — fe) quadriche
linearmente indipendenti, passanti per lo Sk^k^x :

(6) K

Si conclude facilmente che il sistema lineare A dere essere un

generico sistema di dimensione d 3= h{k — h\ -+- ( Q 1 — Le

(Ja) Le parentesi quadre indicano il massimo intero contenuto in

'—-— . Per rendersi conto di quanto si dice nel testo occorre osservare

che Ie (3) forniscono equazioni lineari nelle r%p, tali che Ie equazioni che
risultano da una qualsiasi fra Ie (3) sono certamente indipendenti da
quelle che risultano dalle altre matrici, se nessuna delle (4) si annulla.

Inoltre si deve osservare che per h > —j— il numero delle matrici {3)

supera quello delle rtj
a*
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pertanto che Vh soddisfa a d + 1 equazioni di LAPIJACE. Se si tien
conto del principio del n. 2 si conclude che:

6e ogni calotta ^ h s ( l ^ ^ ^ k — 1) di una Yk è calotta di <ri)3

di specie massnna, Yk appartiene ad uno S^ con N = k f A 1 (U).
In modo analogo si prova che :
Se ogni calotta <hr di una Yk è calotta di <7S-2,s d̂  specie mas-

sima, Yk appartiene ad una SN con N = (s — 2)k -+- f _ j ,

dove (& — 2)k è la dimenöione dello S(s — 2) — osculatore a Yk in
m suo punto generjeo.


