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Dn criterio «ufficiente di sta bilîta per i siste mi di equazioni
differenziali lineari del primo ordine, omogenee.

Nota di BOBERTO CONTI (a Firenze).

Santo. • II contenuto di questa Nota è riassunto nel seguente n. 1.

1. Sia A una matrice costante (reale o complessa) di ordine
n> B(t) una matrice, pure di ordine w, i cui elementi siano funzioni
(reali o complesse) della variabile reale £^>0; tali funzioni siano
assolutamente continue in ogni intervallo finito e limitate per
/ — oo.

Supporremo che siano limitate per t -* oo tutte Ie soluzioni del
sistema differenziale
(So) y = Ay

dove y è un vettore (reale o complesso) ad n componenti, y il vet-
tore derivato, yz=zdytdt. Ciö équivale a supporre, com'è noto (•),
che la matrice

resti limitata per 6 —̂  oo, essendo I la matrice unitaria di or-
dine n.

Ciö ammesso vogliamo trovare delle condizioni che assicurino
che anche Ie soluzioni del sistema

(S) x = [A -f- B{t)] x

siano tutte limitate per t — oo.
In quel che segue proveremo che :

Se tutte Ie soluzioni di (So) sono limitate per t —* oo, e se B(t)
è una matrice assolutamente continua, limitata per t —* oo, affinchè
anche tutte Ie soluzioni di (S) siano limitate per t —*• oo, è suffi-
dente che

i) esista una costanie h >- 0 taie che da un certo te > 0 in
poi sia
(1) |det[A

(!) Cfr. ad es.: Gr. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale
Bologna, 1941, vol. I. pag. 81.
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ii) si abbia

(2) ƒ)! Bh) +- B(T)[A -h B(y)] II d-z < 90.

In quest' ultima relazione B[t) indica la matrice derivata di B(t)
e il simbolo \\C\\ applicato ad una qualunque matrice C ne rap-
présenta la « norma », ossia la somma dei moduli degli e le menti di G.

II seguente n. 2 è dedicato alla dimostrazione del criterio ora
enunciato, del quale vien fatta poi (n. 3) un' applicazione aile equa-
zioni differenziali lineari omogenee di ordine n; conclude la Nota
(n. 4) un esempio atto a prorare che il criterio puö applicarsi in
certi casi che sfaggono inrece ad altri criteri che in questo ge-
nere di studi sono di uso frequente.

2. La dimostrazione e assai semplice.
Si verifica subito che la soluzione di {S} che per t = tQ si ri-

<duce ad un vettore costante x° assegnato è anche la soluzione del-
Vequazione integrale, in forma vettoriale.

t

x =

Moltiplicando ambo i membri di questa uguaglianza per A e
i'icordando che de~At\dt — — Ae~At, si ha

t

Ax = eW-^Ax* — eA

h
« integrando per parti

t

Ax =
t

Di qui, sviluppando e tenendo conto di (S), segue

(3) [A -h B{t)]x = eW-t*){A
t

-AT J B{X) -f- B(Tp -

Poichè la (1) asaicura l'esistenza per t>tQ délia matrice
[̂ 4 f- B(t)]-\ inversa délia A -»- B(t), la (3) puö scriversi anche

(4) x — [A +- B(i)]-leW-t»)[A ^

S-^T I B(r) 4- B(T)[^ f- £(!)] Î xdr.

to
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Ora per la supposta limitatezza délia matrice eA® per i > 0 e -
dalla fl), la quale, insieme con Fipotesi che B(t) sia limitata per
11> ôi garantiece ehe an che [A -+- B(t)]~} è limitata per / > i0, segue-
Fesistenza di due numeri M(t^} ed iV(f0), tali che

1114 +

e pferciö dalla

||*i|^tf

B{i

t)]~

(4)

r

si

|| e*

ha

e-t,

-ƒ

%)]\\<çM(t0),

Applicando a questa disuguaglianza una nota generalizzazione*
del lemma di GBONWALL (2) avremo

|' exp ) f\\ B(T) + B

Dalla (2) segue Passerto.

3« Del précédente criterio possiamofare un'applicazione all'equa-
zione differenziale lineare omogenea di ordine n :

dove y{n> = dny / dP\ yin~^ = dïl~iy / dtn"% ym = y e dove Ie at spno
costanti e Ie bt(t) sono funzioni assolutamente continue in ogni in-
tervaïlo finito della variabile, limitate per t -* oo.

Con Ie posizioni consuete

(2) Cfr. R. BBLLMAN, T/ie stability of solutions of Unear differenhal
équations, « Duke Math. Jour. >, 10 (1943), pp. 643-647; oppure: F . LE-
VINSON, On sfabilitg of non-linear Systems of differential équations, « Col-
loquium Math. », Ü4 (1949); pp. 40-45. L'enunciato del lemma generaliz-
ssato è il segttente: Siano f(t), g(t) due funsioni reali non négative, f(t) co«-
tinua, g(t) sommabile. Se esiste una costante c > 0 per cui è f (t) < c +

t t
x)f(x)dxj t > t 0 , ajlora è anche f(t) < c ea;p / g(x)dx.
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la (E) si riduce ad un sistema (3) con

0

0
»»—i

an

0

Ó

K(t) &„_,(*)...&,(')

dove Jn_, è la matrice unitaria di ordine n — 1, 0B_! quella nulla
di ordine n— 1. Pertanto arremo

ed anche

B(t) -H B(t)[A

dove

|det[,H-.B(*)] | = | ««

KM

Abbiamo allora, dal criterio del n. 1, il seguente :
Se la soluzione delV equazione a coefpcienti costanti

corrispondente ai dati iniziali z(t0) = z^, z(t0) = z2
0,... r z

(I—"(t,,) = zn°.
è limitata per t —• oo [insieme con le sue derivate fino a quella di
ordine.n incluso (3)7 la stessa propriété vale per la soluzione délia (E)
individuata dai medesimi valori iniziali z,°. zç°,..., zn°, se le bi(t̂
sono 'funzioni assolutamente continue in ogni intervallo finito délia
variabile, limitate per t -* oo e se, inoltre,

i) esisfe una costante h > 0 toZe cfoe

(8) Se la soluzione è limitata per # — oo, lo stesso accade délie sue
derivate fino alla «-ma in virtù di un teorema enunciato da ESCLANGON

e provato in forma rigoroea e generale in E. LANDAU, Ueber einen bats
von Herrn Esclangon, * Math. Annalen », 102 (1930), pp. 177-188.
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ii) è
o©

(6) ƒ S, |Ct(T) \dT<OO,

Ie cx(t); Cj(t),..., Cn(t) essendo defmite dalle (5).

4, Per meglio precisare il campo ai applicabilità del criterio
trovato in confronto con i noti criteri di HUKTJHARA e di CESABI (4)
consideriamó il seguente èsempio.

Sia data Fequazione del secondö ordine

sen u>t " | cos w£ sen OJ

con w costante reale non nulla e f > t^ > 0. Con i eimboli del
ii. pree. si ha

A a i, m senw^ cos wi sen w< .
= 0, a2 = — Ü>2 , bx(t) = — —j—, 6,(<) = ô  —^~ - ^~#r™ = — &,

e poichè 6t(f) tende a zero per t —*- oo la quantità ' a2 -+- bt(t) ai
mantiene maggiore di un certo numero positivo da un certo £0 in
poi. Inoltre. sempre con Ie notazioni del n. 3, per Ie funzioni

sen2 od cos o>t
ci(f) = — p — > ct{t) = — 2ü) —[2— ~

sen lût cos w£ sen tof sen4 OĴ
2

vale evidentemente la (6).
Poichè 1' equazione ridotta

ha tutte Ie soluzioni limitatej insieme con Ie derivate prime e se-
conde, della stessa proprie ta godranno le soluzioni della (7) in virtii
del criterio del n 3.

Per giungere a taie conclusione non è possibilt* invece servirsi
iiè del criterio di HUEUHARA che richiede V assoluta integrabilitk

(4) M. HÜKUHARAJ Sur les points singuliers des équations différentielles
hnéaires, « Journ. Fac. Sci. Hokkaido Imp. Univ. », Series I, 2 (1934),
pp. 13-38; L OESART, Un nuovo criterio &% stabiïità per le soluzioni délie
eqwazioni differenziali lineari, « Ann. Scuola Worm. Sup. Pisa », (2) 9
(1940), pp. 163-186; teor. I I I .
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délie 6i(<) e ht(t) in ogni intervallo infinito, ne del criterio di CE-
SARI il quale presuppone, che F equazione algebrica di secondo
grado

M) - [a, -.- &t(*)]P(*) - [ot + bM = 0

ammetta solo radici cou parte reale non positiva, mentre nel caso
délia (7) tali radici sono date da

sen c*)£ i / cos wt s en <o£ sen 2 <*>t
± l +

i /
± Y ~

ed haiiDo pertanto parte reale che per t —» oo oscilla intorno allo
zero infinité volte.


