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Una propriety delle somme parziali della serie di polinomi
ortogonali di una funzione continua.

Nota di Luter Mrror (a Firenze).

Sunto. Sia | Po(x)| una successione di polinomi ortogonali e normali re-
lativa al peso p(x), con p(x) continua e positiva in (a, b} finito od wn-
finito. salvo al puir wun numero finibo di punts nei qualt pud anche
annullarsi. e data wia funzione [(x) continua se ne consideri la velu.

tiva serte dei polimomi Pn(x).
h

(1) 2 a,Plx), ay :fp(m)ﬂ.'x:)l",‘(:c)dm
k=0
a

n
e pomamo Sp(x) = 2 axPk(x}). St ha allora che la curva y = Snix). se
k 0

nom coincide identicamente con lu {(x), ha almeno n + 1 intersezion
rom y = f(x)

Nei snoi Appunti di Analist Superiore, M. PrcoNg (') dimostra
un teorema riguardante le somme parziali delle serie di Fouriinr
di una funzione continua, che puo essere facilmente esteso al caso
delle serie di polinomi ortogonali di una funzione continua in un
intervallo finito od infinito. Il teorema di M. PreoNE ¢ il seguente:

Se la funzione reale £i1x), continuw nell’ intervallo aperto O — x <27,
non & un polinomio trigononietrico i ordine n. il polinomio di

Fowrier
af) "
3
S, fx) =5 + T (w, cos b+ b, sen k),
ER Y
COH

2r

| fiysewktdt, k=0, 1.2, .,

0

Ay

2=
i -
a = _-} fitycos ktdt, b, =
0

ad essa relutivo, wnterseca lu funzione stessa. in almeno 2n v 1
punti interne a (0. 2x), ed in almeno 2n + 2 se, essendo 5 unu certa
quantita positiva, f(x) — Su(x) comserva uynal scyno ner due snter.
vallt aperts 0 <x — 5. 2n — o < 27

Cio# mell'ipotesi dichiarata per la fls). la somma parainle S ()
delia serie di FOURIER assume in certi punti interni a (0,2x), il cui

Yy M PicoNk. Appunti dv Analise Superiore. 2* Ed.,, vol. L. Napoh
{1946). pag. 235 e segg.
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numero aumenta indefinitamente per n — oo, esattamente il valore
di f(x). In altre parole la S,(x) & una interpolante della f(x) nel-
Pintervallo (0, 27) e benche mon sia dette affatto che il lim S, (x)

n —s Q0
sia la f(x) stessa, pur tuttavia il teorema fa presumere che la S, (),

per n sufficientemente grande, si presti in pratica a rappresen-
tare approssimativamente la funzione f(x) in (0, 2=).

Ed ecco come pud essere esteso il teorema al caso delle serie
di polinomi ortogonali di una funzione continua in un intervallo
(@, b) finito od infinito.

Sia p(x) una funzione continua definita in (a, b) ed ivi positiva
salvo al pilt un numero finito di punti nei quali pud anche an-
nullarsi, ed esistano e siano finili in, (a, b), finito od infinito, i

suoi momenti
b

o, = [p(x):c"dx, %y :i: 0, n=0, 1, 2,..).
a

Si con ideri allora la successione dei polinomi , 9,(x)., che &
possibile costruire in uno ed un solo modo per il teorema di
TCHEBYCHEF (), ortogonale e normale rispetto al peso p(x) in (a. b),

tale cioe che
b

(1) | pl@)e. (®)9s(@)dec = er,s,

con ¢ s =0 per r==s, & =1, € si consideri la relativa serie di
tali polinomi di una funzione continua f(x),

2) 2 a, P (@),
k=0
dove

| Pula) ] = | ea(z)fey |

b

a, = [ p)f(@)Py(w)d.

a

Si ha allora il feorema :
Se f(x) & continua in (a, b), la somma parzwale Sy(x)= I axPy(x),
k=0

della (2), se non coincide identicamente con la f(x). la interseca in
in almeno n + 1 punti.

(?) Cfr. G. SANSONE, Svilupp: wn serie di funziont orfogonale. Bologna
(1948), pagg 287-289.
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Poniamo
P(x) = f(x) — [0, + a, P (x) + a2 Pyfx) + ... + a, P, (x)];

si tratta di provare che ®(x) ha almeno » + 1 intersezioni con
I’asse delle « in (a, b).

Dalle (1) si ha
b

/ plx)d(x)dx = 0,

¢ quindi ®(x) ha almeno una intersezione con 1’asse delle x.
Analogamente, sempre in virti delle (1), si avra:

b
3) f p(x)P,(x)P(x)de =0, perr=20,1,2 .. a4 —1
[

e, ragionando per induzione, ®(x) avrd almeno » intersezioni con
I’ asse z in (@, b).
Sempre in virtu delle (1), le (3) si possono se¢rivere

b
(3,1 /p(w)x’d)(w)dw:(), r=0,1,2.., n— 1.
a
Si tratta quindi di provare che se

b
(4) [ pla)r Px)de = 0,

1a ®(x) non pud avere % sole intersezioni con 1’asse delle x in (a, b),
ma dovrd intersecarlo in almeno un altro punto.

Se, per assurdo, indichiamo con «;, x,,.., «, gli % punti di
intersezione di ®(x) con I’ asse delle ascisse, dovendo valere la (4).
tenuto conto delle (3,), sard anche

b
(5) [r@)e — o)z — ay) ... (@ — 2,)Pla)de = 0.

Ma questa & assurda perché, annullandosi la ®(x) esattamente
negli stessi punti in cui si annulla il prodotto (x —x, & — o) ... (. — =),
per le ipotesi dichiarate per p(x), si avra che la funzione inte-
granda

p(x)(x - d‘l)(:B - 'xs) e (.’E - 1,,,)4’((3),

avra, salvo al piu un numero finito di punti, sempre lo stesso segno
in (a, b) e pertanto la (B) & assurda e ne segue il teorema.

Osserviamo che se f(x) = P, (x), poiche S (x)= 0, risulta, ed &
ben noto, che P,, (x) ha # + 1 zeri distinti.



