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Una propriété délie somme parziali délia serie di polinomi
ortogonali di una funzione continua.

Nota di LIITGI MKKLJ (a Firenze).

Sunto. Sia { Pn(x) | una successione di polinomi ortogonali e normal* r«.
lativa al peso p(x), con p(x) continua e positiva itt (a, b) finito or/ m-
finito* salvo al più un numero finito di punti nei quali pud anche
annullarsL e data una funzione ffx) continua se ne consideri la rela-
tiva serte dei pohnomi Pnfx).
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fil 2 akPk[x), ak^\p{x)fix)Pk[x)dx
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? pomamo S n (x ) = S akPkf^}- Si ha allora che la curva y - S n ( x ) . .s«
k 0

rfow coïncide identicamente con la ffx), /ta almeno n f- 1
rnn y = f(x|.

Nei snoi Appunt? di Analist SuperiorevM. PrroxR (M
un teorema r i g u a r d a n t a le sommo pai'/LnLi (Uille s*u-ie <Ji

di u n a funzione cont inua ; oh e puö essore faeiL monte tjst^so al ca.so

dél ie berie di po l inomi ortr>«-onali di una funzionc (;ont i t iua in un

in te rva l lo finito od inf iu i to . IL t e o r e m a di M, Ptroxrc <j il ^en'Uf^rit** :

SV la funzione reale fix), continua nell'interuallo aperto 0 ̂  x <C'^^
wow f'( Mt» polinomio tnyoriowiririco <ti or dîne n. fc£ polinomio di
Fourier
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ad ê -sa relativo, tnterseca la funzione Htessa* in almeno 2n f- 1
punti interni a (0. 2TT), ed in almeno 2u -t- 2 se, essendo i una eer ia
quantUà positiva, ffx) — Su(x) conserva uyttal seynv ne* due inter-
valli aperti 0 < # -^ 7, 2TI — c < 2TT.

Cioè nell 'ipotesi dîchiaruta p^r la /( /}. la somma par-ziale SH(x-|
délia serie di F O T R I E R assume in certi punti i/iterni a. {0,2TT); iJ oui

(l) M PicoNK, îpjDuwÜ di Analist Supenore* 2"* E^., vol', i.
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numero aumenta indefinitamente per n —* oo, esattamente il valore
di f(x). In altre parole la Sn(x) è una interpolante della f(x) nel-
Pintervallo (0, 2K) e benchè 'non sia detto affatto che il lim SJx)

n—*-oo
sia la f(x) stessa, pur tuttavia il teorema fa presumere che la Sn(x),
per n sufficientemente grande, si presti in pratica a rappresen-
tare approssimativamente là funzione f{x) in (0, 2%).

Ed ecco come puö essere esteso il teorema al caso delle serie
di polinomi ortogonali di una funzione continua in un intervallo
(a, b) finito od infini to.

Sia p(x) una funzione continua definita in (a, b) ed ivi positiva
salvo al più un numero finito di punti nei quali puö anche an-
nullarsi, ed esistano e siano finiti in, (a, 6), finito od infinito, i
suoi momenti

b

*n = fp(x)x"dx< %n 4= 0, (n = 0, 1, 2,...).
a

Si con ideri allora la successione dei polinomi , yn(x) ,, che è
possibile costruire in uno ed un solo modo per il teorema di
TCHEBYCHEF (*), ortogonale e normale rispetto al peso p(x\ in (a, 6),
tale cioè che

b

(1)

con erj8 = 0 per r ^ s , e r j r = l , f si consideri la relativa serie di
tali polinomi di una funzione continua f[x)<

(2) S akPk(x),

dove
I Ph(x) f = | ?ft(a?)/afc !

e
b

a* = f p(x)f(x)Pk(x)dx.
a

Si ha allora il teorema:
n

Se tix) è continua in (a, b), la somma parziale Sn(x) = S akPk(x)^
/O

(2), se ^o^ coïncide identicamente con la f(x), /a interseca in
in almeno Ü + 1 punti.

(2) Cfr. Gh SANSONE, iSutZwpp* %n serie rit funetont ortogonah. Bologna
(1946), pagg 287-289.



UNA PROPRIETE DELLF SOMME PARZIALI DEIXA SERIE Dl POLINOMI, ECC

Poniamo

si tratta 3i provare che <P(x) ha almeno M -f-1 intersezioni cou
T asse delle x in (a, 6),

Dalle (1) si ha

f p(x)<t>(x)dx — O,

e quindi 4>(x) ha almeno una intersezione con Passe delle cc.
Analogamente, sempre in virtù delle (1), si avrà:

b

(3) ƒp(x}Pr(x)<b(x)dx = 0, per r = 0, 1, 2 , . . . , « - 1
a

e, ragionando per induzione, <P(x) avrà almeno n intersezioni con
V asse x in (a, 6).

Sempre in virtù delle (1), Ie (3) si possono sçrivere
b

(3,) Jp(xW<ï>{x)dx = 0, r = Q, 1, 2 , . . . , H - 1.
a

Si tratta quindi di provare nhe se
b

(4) yp(#)x' 4>(x)d^ = 0,

la <i>(x) non puö avere n sole intersezioni con 1' asse delle x in (a, b)y

ma dovrà, intersecarlo in almeno un altro punto.
Se, per assurdo, indichiamo con a n onit..., att gli n punti di

intersezione di *(«) con F asse delle ascisse, dovendo valere la (4).
tenuto conto delle (3j), sarà anche

&
(5) jp(x)[x - ^)(x - af)... (x - aj*!*)*!! =r 0.

a

Ma questa è assurda perche, annullandosi la <$>(x) esattainente
negli stessi punti in cui si annulla il prodotto (x — OL^X — <xa)... (x — %n)<
per Ie ipotesi dichiarate per p(x), si avrà che la funzione inte-
granda

p(x)(x - ocjXas - as)... {x — ocw)

avrk, salvo al piîi un numero finito di punti, sempre lo ötesso segno
in (a} b) e pertanto la (5) è assurda e ne segue il teorema,

Osserviamo che se f(x) » Pu+l(o3), poichè Sn(x) s 0, risuita, ed è
ben noto, che Pt)_M(a?) ha n-+- 1 zeri distinti.


