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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Significato del tensore di torsioue di una connessione affine.

Nota di ENKICO BOMPIANI (a Eoma)

$uuto. • Scopo d% questa breve Nota è di presentare aïcune considerastoni
elementan cke pongono in evidensa il signiflcato geontetrico 4el tensore
(h torsione m uno spazio a connessione affine, e qualche conseguensa
di tale sigmftcato.

1. Dato lo spaaio Xn descritto dal punto x di coordinate x\
% = 1,...} n, o x%' =x%\x), i' = 1',..., n\ soddisfacenti la coudizione

dxl'
Det. ar,1' z\= 0 ore 2rt*' = —-, lo spazio dei vettori ^l = ^ V spiccati

ox
da un punto x è uno spazio centro-affine <ü centro è il vettore
nullo E* = 0).

Se è dato un campo di vettori ^ = ^05) è notissimo che i dif-
d\%

terenziali dl1 = ~~ dxh non sono le componenti di un vettoref ma
lo sono Ie espressioni (differenziali assoluti rispetto alla connes-
sione di componenti LX\H)

ove Ie Llih devono soddisfare al sistema di equazioni a derivate
parziali

~~ lh~~ lh l " lh l k

ove Ie Ll'vh' sono Ie componenti della connessione nel sistema di

coordinate xl*. È pure notissimo che Ie LUih) = Ö {&ih +• Llhi) =

sono Ie componenti della connessione simmetnca associtâa a quella

data e Ie L\\h\ = ^ (L'in—L'HI) == S'^ sono Ie componenti del ten?

sore di torsione della connessione data.
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La condizione dl* = 0, ossia dü* = — frthdx'l* definisce il tra-
sporto parallelo (con la connessione data) del yettore l% spiccato
dal punto x al punto x -+- dx.

Questo modo abituale di définir e la torsione (é che uon i\e
pone in evidenza alcun significato geometrico) sembra far dipen-
dere questa da due punti infinitamente vicini (x e x -+- dx) ; men-
tre è chiaro che, trattandosi di un tensore, la sua definizione
implica soltanto il panto x.

Si évita questa apparente contraddizione con Ie considerazioni
seguenti

2. Nello spazio centro-affine dei vettori spiccati da un punto x
(fissato a piacere) di Xn si consideri una centro-affininità infini-
tesima (cioè infinitamente vicina all' identità), necessariamente del
tipo
2.1 I* = Ç*(8i-s\i

ove ô  ~ 0 per i ^ h , = 1 per i = fo sono i soliti simboli di
KBONECKEB e Ie $\ sono infinitesimi d<4 1° ordine (cioè dello
stesso ordine dei differenziali dx1). Il modo più semplice di sod-
disfare a questa condizione (non l'unico, evidentemente) e di
assumere le e\ corne forme lineari nei differenziali

2.2 •\ = «ii*r'

ove Ie alh sono necessariamente le componenti di un ten&ore.

Perciö Ie

rappresentano, per ogni sistema di differenziali dxr, una centroaf-
finità infinitesima che muta il vettore Ç* nel vettore Ç1 e fissate
Ie a'il si hanno ooB di queste affinità). I yettori uniti (?t = ?t=;'lSï

/()
si hanno per

2.4 <*>lidxllh = 0.

Ha un senso geometrico ben determinato la condizione che
nella centro-affinità relativa al sistema di differenziali dxx (e per
qualsiasi scelta di questi) siano uniti tutti i vettori aventi la dire-
zione definita dai dx1; cioè che si abbia identicamente

2.5 a{ldxldxK = 0

e perciö a* = 0 ossia

In parole: Asnegnare in un punto della Xn UMr ten&ore alter-
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nante a^ équivale a dare in quel punto, e per ogni sistema d? dif-
férenciait dx% una centro-affinità infinitesima e tale che per essa
sono uniti tutti i vettori aventi la direzione deflnita dai dx\

3» Sia ora dato uu campo di tensori alternanti, che indicheremo
con Sj'^x) e una connessione simmetrica di componenti Vih x).
Dato in x il vettore \% e un sistema di differenziali dx\ appli-
chiarao al vettore \% prima la centro-affinità che lo muta in

(sempre relativo al punto x) e al \ ettore cosï ottenuto il trasporto
parallelo definito da Pih, passando al vettore ^spiccato da x + dx)

cioè limitandosi ai termini del 1° ordine (i soli ohe abbiano senso)

questo è il vettore ottenuto da lx (applicato in x) con spostamento
parallelo da o; a x -t- dx rispetto alla connessione Llh = Tlh -+- Slk .
Si ha quindi :

Lo spostamento parallello di un vettore ;l da x a x-*-dx secondo

la connessione asimmeÜ-ica L\h^=^ F*fo +- S'il ^ Pu® °^enere appii-
cando prima {in x) a V la centro-afflnità definita dal tensore di
torsione e dallo spostamento dx%; e poi applicando al vettore cosï
ottenuto il trasporto parallelo da x a x -+- dx secondo la connessione
simmetrica associata.

Risulta ben chiaro di qua perche le autoparallele relative a
I/xh e a Vlih sono le stesse ia causa dei vettori uniti nella centro-
affinità).

4. Il significato geometnco del tensore di torsione permette
di caratterizzare geometricamente condizioni mtrinseche relati\ e
ad esso.

Condizioni di questo tipo sono p. es. quelle ohe si possono im-
porre alla traccia (somma dei termini diagonali) délia matrice
relativa ad una délie centro-affinità considerate.

Se p. es. si cercano fra le centro-affinità considerate quelle olie
hanno la stessa traccia delPidentità si ha

S'i^dcc1 = 0.

Il vettore Si E== &£ è stato detto (da ENEA BORTOLOTTI) vettore
di Einstein] la condizione précédente, cioè

4.1 Stdxl = 0
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dofinisoo una (n — 1) — giacitura in generale fle cui
damio luogo a centro-affinità le cui tracci> sono quelle delFidentità).

Questa giacitura viene a mancare (invade la n — giacitur.i ta)i*
gente nel punto x) se e solo se S£ = 0: e cosï sono oaratterizzati
gli spazi a vettore di EINSTEIN nullo.

Supposta soddisfatta la condizione précédente si possono chie-
dere quelle centro-affinità il cui déterminante differiaca da t per
termini d'ordine 2.

Se Si -^ 0 si ottiene un cono quadrico di direzioni (oo""') per
il punto x Ie cui centro-affinità hanno la proprietk voluta. Se in-
vece il vettore di EIKSTEIN non è nullo in x si ha nella giacitura
di EINSTEIN 4.1 un cono quadrico di direzioni (oon~~3) le cui cen-
tro-affinità hanno la proprietà voluta. Più in particolare puö acca-
dere che questo cono quadrico svanisca del tutto.

E cosï si puö continuare imponendo a quella differenza di
essere di ordine più elevato di 3 : tutte Ie oonfigurazioni cosï
determiiiate hanno carattere intrinseco.

5. È facile costruire particolari sistemi di centro-affinità infi-
nitesime.

Si consideri p. es. la centro-affinità infinitesima in cui tutte
1̂  direzioni sono unite (uu vettore è mutato in un altro con la
stessa direzionej

eon 'l> = ^idx1 ; e poi la centro-affinità i

con 6 =2 ÔA£\ II prodotto di questo due centro-affinitk e Taltia,
pure infinitesiina,

f» = E* | S»,, - f 8 ^ , - ^^k)dxf i .

Se si aggiunge la condizione che in essa i vettori in direzioiu*
<kr' siano uniti si ha necessariamente ^h = — ty

Il corrispondente tensore di torsione 5 ^ = 8 ^ — o«(tJ*A caratte-
rizza Ie connessioni semi-simmetriche di SCHOUTEN.

Questa caratterizzazione è molto più semplice di quella data
da J. M. THOMAS »(l).

({) L. P. EISENHART, Non-rietnanntan geometry, (« Am Math, Soc >,
]NTew York, 1927. p. 37).


