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Una dimostrazione del teorema di Cramer
indipendente dalla teoria dei determinanti.

Nota di GIoOVANNI AQUARO (a Roma).
Sunto. - Come le prime righe della Nota.

Il notissimo teorema di CraAMER dell’Algebra (!), in forma poco
consueta, ma equivalente all’usuale, pud enunciarsi cosi:

C — Dato il sistema aa,..an di n vettori ad n componenti,

se soltanto ¢ numeri y, =1y, =.. =yn =0 wverificano I’ equazione

(1) Avvertiamo il lettore che le considerazioni della presente Nota ven-
gono svolte con I'ausilio dell’ algoritmo vetforiale al solo scopo di brevitd



UNA DIMOSIRAZIONE DEL TEOREMA DI CRAMER, EC( 241

n
vettoriale X axyx = 0, esiste uno ed un sol sistema di n numer:
k=1

X,, X,, ... Xn che verificano 1’ equazione vettoriale
n
@) ) %, = b

comungque si assegni 4l vettore b ad n components.

Questo risultato viene esposto, di solito, con I’uso della teoria
dei determinanti, attraverso la quale s1 riesce a decidere, con un
numero finito di operazioni razionali sulle componenti dei vet-
tori a,, se le ipotesi del teorema C sono soddisfatte ed a costruire,
quando esistano, le soluzioni di «) come funzioni razionali delle
componenti dei vettori a, e del vettore b.

Per contro, I’ enunciato C mostra che 1’esistenza di soluzioni
di x) & subordinata al verificarsi di ipotesi dalle quali & comple-
tamente estranea la nozione di determinante. Per cid si & natural-
mente indotti a prevedere che, prescindendo dalla teoria dei de-
terminanti, si possa dimostrare il teorema C, che si possa stabilire
con un numero finito di operazioni razionali sulle componenti
degli @, se le ipotesi del detto teorema sono soddisfatte e che, in
fine,"si possano costruire razionalmente le soluzioni di «) a partire
dai vettori a,a,...a, e b. Una conferma di tale previsione & indi-
cata nella presente Nota.

Premettiamo una definizione che sara utile nel seguito.

Sia dato il sistema di m vettori (complessi)

(1) V), Vguony U

ad » componenti. Denotate con v,,, v,,, ..., v,, le componenti di v,,
chiameremo sistema trasposto di (1), il sistema di » vettori ad m
componenti (complesse)

* * *
(2) v) b 'Uz, ety ’U.,,,

in cui ,;k ha le componenti v,,, Vyuy .oy V-
Ci si convince facilmente che il sistema (1) &, reciprocamente, il
trasposto del sistema (2).
Sussiste il teorema
I - Se il sistema di n vettori ad n componenti di norma po-
sitiva
(3) Uy, Uy, ooy Wy,

vettori e numeri su cui si opera vanno considerati nel campo complesso ;
ci uniformiamo alla terminologia ed al simbolismo di M. P1cONE: Lezion:
di Analisi Matematica, vol. I, Studium Urbis, 1949, Roma.
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¢ ortogonale, cioe, se dette un,, Un,, ..., un, le componenti di un, si ha

- n —
(u,, w)= Z u,u, =0 per iy,
r=1 «

2 vettori del sistema trasposto:

E * *

Wyy Ugy ooy Wy,

verificano le relazioni :

n uxhq},k__/o per hk
s=1 ,'M's|2 _\1 per h:k

DiMosTRAZIONE. - Posto

(l w, 1= (u,, us))-

U, U
4 — z sh s
( ) phk st l“s Iz
si tratta di stabilire che &:
1 —
(5) P = / per h=nh
M No per h=k.
Dalla (4) consegue:
- Loy w, U,
| Jp— — z rh vk . sh sk
| P | DPriPr s [, Tu, P
e quindi:
\:w: !p P= N lﬁ” Y, Uy, . Wsp Wyr — l,z“n U, Usy, ;: U Wy —
k=1 b k=1 7,8 | u, |2 | u, I r,8 [u, | k=i [uf®
1’3” Wy, Uy, Uy W) G Uy, Uy, =p
7,8 I’“’rl’ I“s“ s=1 I'M'SF Rt

Si conclude che &.:

n
Puin= 2 lpu1®
k=—1

donde, poiche p,, & reale, si trae

(6) Pan— 0% = I 1P l*
n

avendo indicato con X la sommatoria per k=1, 2,...n escluso h.
k=1

Ma la (6) implica

(7) phh(l — P = 0

e per cid anche:

(8) pn=1 h=1,2, .., n

{infatti, essendo p,, =0, se si suppone p,, =0 la (8) & verificata e,
se si suppone p,, >0, la (7) implica la (8))

Ora, se nella (8) sussistesse il segno superiore per almeno un
valore di h, si avrebbe in conseguenza:

9) 2 P <.
h=1
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Ma essendo:
U, u n 1 L - » 1
h=1s8=1 ]'M' 12

l:d:
YR

k3

q

L P =
h:l

a (9) porterebbe ad un assurdo. Deve essere quindi:
Pr =1 h=1, 2,.. n.

Cio che, richiamata la (6), fornisce

2""lml
k:

e conseguentemente p,, =0 per h 3=k. In conclusione vale la (5)
c. d. d.

¥ appena necessario rilevare il lemma:

Se il sistema (3) & ortonormale, altrettanto accade del suo tra-
sposto.

Rileviamo ora, poiché le utilizzeremo, le seguenti proposizioni
di immediata dimostrazione.

IL. - Dato il sistema ortogonale (3) dié n vettori ad n componenti
e di ‘morma positiva, condizione necessaria e sufficiente affinché le
costanti c,, Cq,..., o verifichino 1 equazione vettoriale

n .
Z u,c, =0
h=1

& che sia ¢, =c,=... =ca = 0.
III. - Considerato lo stesso sistema ortogonale (3), dato il vetlore

Z ad n componenti %, %,, ..., in, 4l wvettore x ad n componenti
X,, Xgy .oy Xn definite da:

{10) xh frmarord (———:’ uh)

ed esso solo, verifica la equazione vettoriale :

n
{11) Z uh ach = E‘
k=1

Infatti r1ch1amato il teor I, dalla (10) consegue (x, u) =%, onde
*

la (11) ecc. (con u,. Upy oo s u si indica il sistema trasposto di (3)).
Siano date le costanti del quadro
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e supponiamo che per h=1, 2,..., » sia:

(13) -~ e300
Sono di immediata dimostrazione le proposizioni :
IV. - Assegnate le costanti {12) con le condizioni {13) i numeri
n

X, Xy, ... Xn Soddisfano le equazions lineari X ¢, x, = 0 (h=1,2..n)
k=h ’

se e solo se risultano tutti nulli.

V. - Considerate le costanti (12) con le condizioni (13), ad ogni
sistema. di numeri by, b,,..bn 8¢ pud far corrispondere uno ed un
sol sistema di numeri x,, X,,.. Xn ¢ quali verifichino le equazions

n
lineari T ¢y Xy, =b, (h=1, 2,..mn).
k=h

Dati gli m vettori (1) ad # componenti, notoriamente si dice che
essi sono linermente dipendént@' quando esistono m numeri non tutti
nulli ¢,, ¢y, ..., C,, tali che sia ¢v, -+ ¢0, + ... +¢,v,, = 0; 1 detti
vettori si dieomno linearmente indipendenti nell’ipotesi opposte.

Consideriamo il sistema di » vettori di norma positiva ad »
componenti: '
(14) Gyy Qgyeny

B facile convincersi che:

Condizione necessaria e sufficente affincheé i vettori del sistema (14)
siano linearmente indipendenti & che esista il sistema ortogonale
d¢ n vettort di morma positiva, ad n components;

n

(3) : ‘ Uyy Ugyn, U

n

e le costamti (12) con "le condizioni (13) (per h=1, 2,..., n) di guisa
che sé abbia: : ‘ : :
h
15 = 2 ¢, u,.
(15) b= 2 Ok Y

La necessitad della condizione consegue dal fatto che, nelle ipo-
tesi della indipendenza lineare dei vettori (14), & possibile appli-
care il noto processo di ortogonalizzazione di ScEMIDT (?) che ci
fornisce le costanti (12) con le condizioni (13) e (15).

Quanto alla sufficienza, se sono assegnate le costanti (12) ed i
vettori (3) verificanti le (13) e le (15), se esistono le costanti v,, Y;3...7,,

n

per cui sia E a,v,=0, deve essere anche, in forza delle (15):

2 uk 2 c,[ky,L_O Cid, per i teor II e IV, 1mphca 2 c,l,‘y,‘_O e
k=1 he=

POSCla‘ Yl - Y? _ - Yn - 0
Consegue il criterio di dipendenza lineare:

(!) Cfr. M. PiconNE, op. cit, vol. I, oppure G. Juria, Introduction ma-
thématique aux théories quantiques. Gauthier-Villars, Paris, 1936, vol. I.
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Condizione mecessaria e sufficiente affinché i vettori del si-
stema (14) non siano linearmente indipendenti & che al sistema stesso
non sia applicabile il procedimento dié ortogonalizzazione di Schmidt
quando venga formalmente operato.

Quindi con un numero finito di operazioni razionali si pud de-
cidere della dipendenza lineare dei vettori di un prefissato sistema.

La dimostrazione del teor. C & ormai ricondotta a quella del
teorema seguente:

Dato 4l sistema (14) di n vetlori linearmente indipendenti, ad n
components, esiste uno ed un sol vettore x di componenti x,. X,...., Xn
che wverifichi U equazione vettoriale:

n

16 Y oax, =b
( ) et {202

comunque st fissi il vetiore b ad n components.

DimosTRAZIONE. ~ Poiche i vettori (14) sono linearmente indi-
pendenti, si pud costruire il sistema ortogonale (3) di = vettori di
norma positiva, ad » componenti e le costanti (12) con le condi-
zioni (13) e (15) (per h =1, 2..w). La (16) pud sostituirsi allora
con la:
3w, 3 b

w C, ., — 0.
=1 kh:l» hkh

Questa, a sua volta, a causa del teor. IIL. & equivalente al si-
stema di equazioni lineari
(b, “k_)
|y |?

% =

Cp ;. ) —
hk *

P hk I

il quale, essendo ¢,,3=0 per h =1, 2...n, in forza del teor. V am-
mette una ed una sola soluzione la quale &, in conseguenza, la
soluzione (unica) di (16). e. d. d.



