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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

Sopra alcuni metodi per il caleolo
del valore attuale della rendita vitalizia unitaria frazionata.

Nota di Fiuippo SIBIRANI (a Bologna).

sunto. - Si mettono in evidenza due metodi elementari per il calcolo del
valore attuale della rendita vitalizia frazionata che portano ad un ri-
sultato assai prossimo a quello che si ottiene col sussidio del Calcolo
integrale.

1. 11 valore attuale della rendita vitalizia unitaria fré,ziona-ta,
ciod della rendita vitalizia il cui termine & 1/k di lira pagato alla
fine di ciascun 1/ di anno a cominciare da 1/k di anno dal mo-
mento attuale ad un individuo di' attuale eta x, &

1) W = %}k( N phik 2TME lw+hlk
h=1 a

essendo » 1’estrema ety della tavola di mortality di cui si fa uso.
Poiche i numeri 7, sono dati dalle tavole solo per x intero, occorre
calcolare la somma (1) mediante qualche procedimento di appros-
simazione.

Con un metodo, esposto al n. 2, che pud essere usato anche nella
scuola secondaria, si perviene al valore approssimato

: E—1
(k) — ——e
U™ = G + 5

Tuttavia é evidente che il risultato presenta il difetto che la
differenza fra il valore attuale della rendita frazionata «,* e quello
della rendita unitaria annua a, non dipende né dall’eta del vita-
liziato né dal tasso.
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Nelle scuole superiori, usando di una formula di approssimazione
per il calcolo di un integrale definito dovuta ad BuLeRro, si per-
viene al risultato

2
a,M=aqa, + kal —+ kTQk“Q'l (8 + f“x)y
ove 3 & il tasso istantaneo di capitalizzazione e y, il tasso istan-
taneo di mortalith. B manifesto che questo metodo non pud essere
usato nella scuola secondaria.

Ai nn. 3 e 4 esporrd due metodi, che possono essere usati nella
scuola secondaria, i quali portano allo stesso risultato che nu-
mericamente si avvicina all’ultimo indicato e non ha percio il di-
fetto riscontrato mel primo.

. l.c+n+h k . .
2. Si calcola wnthjt XtRE o0 % ed n interi ed h < k. inter-
l ]
@x
. l D. l D
polando linearmente fra o ”l—*” = D—M e pnti —“ﬁl’"—“ = J#—ﬂ )
@ k4 k4 @
cioé ponendo

onthit b t-ni-nji Doy _ I_"‘ Doyyro— Doy

I, - D, k D,
La somma (1) diviene allora
1 wim é otk l‘”+”+h/" — mi—m Doc+'n _ kE+1 Dﬂ'+n__' Dx+a1+l
k n=0 h=1 Zr n=0 Dr 2k D:r
e poiche
w—x [) W=z J) —D
E 5—0—11, — ax + 1; z x4n D z4-1-+1 —_ 1,
n=0 » n =0 @
si ha in definitiva
E-—-1
2 () — r -
(2) @M =@, + 5
l hik D
3. Per calcolave vn-thil “H2HME oy Jiche interpolare fra -—*"
£ @x
Dot calcoliamo [ int lando li te fra 1
e D, 0 lyinynp interpolando linearmente fra 1., e
liynyr; ponendo I, . — 1., .., =d,,, (numero dei morti fra le

eth zx +n e x +n -+ 1) si ha

h
lac—i—n-i»h/h = lw+n —_— 7_5 d.L+7L .

Questo procedimento equivale manifestamente a supporre che
in ogni intervallo annuo (x, x + 1) le morti si distribuiscano uni-
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formemente. Con cid la (1) diviene

—x k —x k
L mz o liﬂ 3 kit — _1_2 w}_] L Dotn 3 hohlt —
(3) k n=0 li« h=1 k “u=0 2 h=1
* Loze D, & r O ® Copp k
=3 X =X T ok 3 S hohik,
k y—o Ds n=t R yZo Do nea
Ma &
1 .k 1 1—w W 0]
- Wik — = ik — -2
sy TR T o T R 1) T,

ove j, & il tasso convertibile k£ volte in un anmno relativo al fasso
annuo ¢; di pil (})

1 % V1 (1 — v) ik ortlt
= Rlk — — N .
Bl M S e T VR — o) T 5
w=z ), - N =% C,, M,

Y Heaw e L e
n-;() Dx Dx Ax; nzio Daa D:r,

essendo ax il valore aftuale della rendita vitalizia unitaria annua

anticipata e . il premio unico puro atto ad assicurare in caso di
x

morte a vita intera 1 lira ad un individuo di attuale eta «.
Tenendo conto di cid la (3) da

w irhlk — j. M,
(R) — . L g
W =T e T
B noto che &
M,

- =1 — dvay,
D, x .
da cui

EEYA.
==\ T D)

(*) Poiché ho detto che i metodi esposti ai nn. 3 e 4 possono essere
usati nella scuola secondaria, osservo che cid che un insegnante di Isti-
tuto tecpico pud mnon. aver avuto occasiome di insegnare & il calcolo di
= hokik, Ma esso si fa semplicemente osservando che
=1

L . k+1
(1 — vl/k) 2 heh/s = Sohlk — ko ©
h=1 h=1
da cui si trae

) kv £

Bt T — ol T ik
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percid, sostituendo, si ottiene in definitiva

i wilh M.
{4 a, = - =
) v 3t D.

4. Allo stesso risultato si pud pervenire in altra maniera che,
dal punto di vista didattico, pud essere considerato pii semplice:
alludo al metodo cosidetto della societa fittizia.

Supponiamo che tutti gli I, individui viventi all’eta 2 secondo
la tavola di cui si fa uso versino una egual somma Y la quale
deve essere tale da permettere di dare alla fine di ciascun 1/k di
anno 1,k di lira ai sopravviventi ed in guisa che all estinzione di
tutti gli I, individui (secondo quanto & previsto dalla tavola di
mortalitd) nulla sia rimasto e nulla sia mancato. La somma inco-
gnita Y & il valore di «.”™. Al momento attuale in cui gli ! indi-
vidui versano ciascuno Y lire si ha il capitale Yl., il quale deve
essere eguale alla somma dei valori attuali di tutte le percezioni
che gli [, individui hanno durante la loro vita.

[ ds,, individui che muoiono fra Veth « +n e Veth x +n + 1
percepiscono fra le etdh x ed x + n una rendita certa di kn termini
ciascuno di 1/k di lira pagato alla fine di ciascuna 1/k di anno.
Come & noto, se @, rappresenta il valore attuale della rendita certa

unitaria annua di » termini, il valore aftuale aﬁ!‘k’ della 1endita
certa unitaria frazionata & dato da },‘&'“Tz[ . Pertanto il valore attuale
k
di quanto i d.,, anzidetti individui percepiscano fra le eta x. x +n &
% i1 — " 1 1

5 — 0=y, = = — oy, = 7 A yyy — = VAo yyy-
(O) .Ilz a’nl +n ]k 7 + ]k + .71; v +

Per calcolare il valore attuale di quanto gli stessi d,,, indi-
vidui percepiscono fra l’eth x + » e la loro morte supponiamo che
le morti si distribuiscano uniformente nell’anno, cioé che deid, .,
individui i viventr all’etdh x + n + h/k (con h < k) siano in nu-
mero di (1 — h/k)dsy,, .

Cid posto, il valore attuale che ora si vuol calcolare & (%)

1 Aot h r ot
6 Vdy gy, S (1 -«)v”l‘:(.———> v,
( ) k +n et \ k I I 247
A A—1 h
(3) Conviene per il calcolo sostituire a 3 (1 —E)vhlk Pespressione equi-
h=1

3 3
valente 3 (1 — —)vh//t.
h=1 k
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Sommando i valori dati dalle (5) e (6) si ha
1 ori/k
= aypn — =
Ju o F g

che rappresenta il valore attuale delle percezioni dei d, ., indi-
vidui dall’etd x alla loro morte. I1 valore attuale delle percezioni
di tutti gli I, individui fino alla loro totale estinzione & percid

o id,,

w=x /1 irilk v lae drtkoge
> (T dppn — —— " Ypgn) =+ — — b2} ’L’"+‘dx+n
n=0\Jxr .77:: I ]kg n=>0 '

e quindi si ha ¥ equazione

la. drtltoze

le: e j Y Z ’U”+ldw+"7
k & n=>0
da cui
1 ik o—x grtlg
Y:j_ — _]_: > \lﬂ
k k n=0 X
¢ in definitiva
1 arl/k D,
4 ¥ == — — —x.
{ ‘ @ Jr _]kQ Dw

5. Se f{f) @ una funzione definita per £==a ed & f(f) =0 per
t=b > a, sussiste la formula di approssimazione dovuta ad Ev-
LERO

r h > o
[f(t)dt =35fl@)+h I fla+ sh)+ 5@
. 2 s=1 12
a e
con h parte aliquota arbifraria della lunghezza b — «.
U + 1 A
Se si fa a =0, f({)=1 Lxl(x;))’ ove l(x) indica una funzione di

sopravvivenza e si fa una volta =1 ed un’altra volta h=1jk
si ottiene (3)

1 1
i) dt:§+ax—i—2(8+‘uw)
()

i) 2%k 12k

8

v
0
/vtl(m+t)dt:l+ax""— 1 (5 + va)
0

U + £)
I(x)

vitalizia continua unitaria.

(3) I/ integrale /’vt dt fornisce il valore attuale della rendita
' 0
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ove & é=log(1+1%), tasso istantaneo di capitalizzazione relativo al tasso

)

annuo i e Wy — — T’ tasso istantaneo di mortalith, di cui un va-

lo—1 - 1
lore approssimato & — 12l candy Bguagliando i secondi membri
= .
delle (7) si ottiene
k—1 k-1
(8) A = @y + 5 T i3 (8 + pg).

6. Servendoci della Tavola della Statistica Italiana 1901, tasso
0.04, diamo per le rendite vitalizie semestrali, trimestrali e men-
sili e per le due eth =20, x—=280 i valori attuali calcolati coi
metodi indicati e messi a confronto coi corrispondenti valori at-

tuali delle rendite vitalizie unitarie

formula (2) formula (4) formula (8)
af) | ay + 0,25 @y + 0,2471676 | a,, + 0,2471673
a® | @y + 0,375 @y, + 0,3714021 | a,, + 0,3714591
al?| a,, + 4583 Qg + 0,4545142 | a,, + 0,4545826
a?) | ag + 0,25 gy + 0,2457091 | ay, + 0,2369182
af) | ag, + 0376 | ay, + 0,3695819 | ay, + 0,3586477
OGP ago -+ 0488 | gy +04525732 | gy + 0,4410121

a5 = 18,920589 ;

a5, = 3,238881



