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Sulla sommabilith delle serie di Legendre.

Nota di ALESSANDRO OsSICINI (a Roma).

Sunto. - Il lavoro é sunteggiato nella breve, seguente introduzione.

YosHIMI MATSUMRA (!) ha dimostrato per le serie del FOURIER
che :

Se f(x) @ una funzione reale sommabile e se k£ & un numero
intero positivo (k= 2), allora, in ogni punto x. in cui O(h)=0(h),
si ha

1 =z
lim -~ 3 [S(x) — f@] =0,
N — 00 n v=—1

dove
n

o) = | |0.4t) dt;

)
0.(t) = flo + 1) + fle — 1) — 2f(x);
yh
Svix) = a, + X |a,, cos mx -+ b, sen mx].
m=1

Noi proviamo che un teorema analogo sussiste per le serie di
polinomi di LEGENDRE; cioé che:
1

Se f(x)(1 — x”)_‘-‘ & sommabile nell’ intervallo (— 1, 1), e se ke
un numero intero positivo (k = 2), allora. in ogni punto x interno
all intervallo (— 1. 1) in cui

h

(1) Oh) = [[f(x = t) — f(a)ldt = O(h)
0

st ha

@ tim 2 3 [$4) — flaf] =0,

(1) Cfr. Yosuimr MATSUMRA, On the summability of Fourier series,
(« Jornal of the Osaka Institute of Sciences and Techonology »). Vol. 1,
n. 2, novembre 1949, pagg. 91-95).
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essendo
vk

(3) SV"(x)— Z a’"anl(x)
dove Pm(x) & mesime polinomio di Legendre, e
. !
n=3 (2m + 1) / f(x) P, (x)dx
21
La somma (3), in base alla formula sommatoria di CHRISTOFEEL (),

ha Y espressione

Puk@)Pok () — Pk () PvH{ 2)

1
) :
4 Sy =3 0"+ 1) [ @)
.

7 dex’.
x —ux
ed essendo
x. v v ~+ i ’
1:_-12(\1 1) [Pvf Pk+4(af _i (@) Py (oc)dx,’
si ha
®) Ryh(a) = Svi(w) — flar) =
1
k whk ) — Py " T ,
% + 1) / [fa')— f(x)] Pok{a)Py H(mw)’ _i y+ (@) Pyi(a’) .

1

Sia s un numero positivo << 1, e decomponiamo s nella somma
di due numeri positivi ¢ ed s, . +¢=1, sia d un numero posi-
tivo 0 < d<<w e p,, v, due funzioni di « definite in {(— 1. 1) che
soddisfano le limitazioni

dSy,<<p; d=p,,<y

allora, per — 1 +s<<x<1-—s, si ha

(5,) Rvi(x) = Ivi(ac) + Tvi(z),
ove
1 o
(5,) Ivi(x) = 5 (v¥ 1) / O(x, x')gvke, x)dx’ +

1
1 1
+5 (v* + 1)/@(90, a\gvk(xe, a)da,
w+p'z

o

6, Te) = 504+ 1) [0, @)gute, o),
Xl

(®) Cfr. G. SaNsoNE, Sviluppi in serie di fumzioni ortogonali. (Zani-
chelli, Bologna 1946) pagg. 159.
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Oz, ') = fla) — f(x);
_ PR@)Po, (@) — Py, (@) P

x —x

g4(@)

b) Con dimostrazione analoga a quella del teorema di HoBsox.
sulla convergenza delle serie del LEGENDRE, si prova che si ha
uniformemente per — 1 +s<<x<<1 —s (3):

(6) lim Li(x) =0

Yy — 00

se ci riferiamo ad archi compresi tra zero e = (%), posto

x =cosy'; wx=cosy; O<y<m; O0<y<m:

1 —ce=—cosp; 1 —(x+¢=cos(p+1); 0<p<§:
0<r; p—+—'c<:—;;

e. se indichiamo con #(4 > 0) il minimo di arcos w — arcos (u + )
per w m (— 1, 1 — u), si ha
1 [ .
) Tui{cos 1) = 5 (% + 1) | O,(1, v)gwily, v) sen ydy
=1
con
(v, ¥)="{(cos v) — f(cos ¥);

Pvi(cos y)Pvhia(cos 1) — Pvi(cos y')Pvhy1(cos y)

cos ' — cos vy ’

gily. ¥)=
b+T=y<m—(p+7) [0 <<

Con successive trasformazioni si ottiene

(8 Tvi(cos y) = Ut(y) + Avk(y),
con
y+m
i
2% + 1) 1 , sen(v*+1)(y—y)sen?y’
9 U/tn= =Yk 1)(2v* + B)avkavkyy 1 %) ' W
sen? sen g (y — ')
=
@v — 11!

1
1o =T S v

(%) Cfr. G. SaxsoxNe. loc. cit. (?), pagg. 200.
(%) Cfr. G. SANSOXNE, loc. cit. (2), pagg. 205.
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lim Avw(y) =0

V —e 00

la convergenza a zero & uniforme quando y varia in (p +1, * —p — 7).
Ora

wy g @]+ 5| £ 1o
e per la (8) essendo xz=cosy
1| = ! 1] = n
20 |3 mecosy <3| B oo |+ 1| B aven s
v=1 T y=t v=1
dalla (6) poiche
(12,) z: a) ' < z ,Ivk rc)l

segue che la somma a primo membro della (12;) tende a zero per
n — co uniformente rispetto ad = in (—1 +s, 1 —s) e per la (11),
poiché

(12)

1 »
0] <y £ | ane]

y=1 |
si giunge allo stesso risultato per la somma a primo membro della
(12,). Per completare la dimostrazione del teorema resta da pro-
vare che

. 1
" R

Uvky) ‘ = 0.
l

y—=

¢) Premetfiamo una limitazione per la somma :

n
(14) 2 frksen (vF+ L)y I<y<m=
v=1
ove
B 2(v* -+ 1) .
(19) M= 3w T @ + Bavaras

limitazione che ci sard utile per la dimostrazione della (13). Posto
n
o, = X sen (v* + 1)y
V:l

applicando la trasformazione di BRUNAcCCI-ABEL (%) alla (14), ab-
biamo

3 frsen (o + 1y = a,(f,F — 1) + it — ) 4o+ 5L

v=1

(5) Cfr. G. SaNSONE, loc. cit. (), pag 185.
15
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ma
6, << i‘l et(ve+ 1)y l — i:] ey < (9
v=1 v=1
1 2 2 2
=< 21 s(ocyq‘—g -+ ps_i—y—‘_l_g_ S_E) =
1 2k 2 2
=21 n(ozyqu -+ {.’m— 4 y_ 44 n 5)
ove

k1\2—g B!\ a
g=2% (k=2); “:(27> ; B=(§;);
ne segue

| 1 2k 2 2

(17) | T frsen (v + 1)y l =21 'n,(ocy&—:2 +8n Yy T+mn ‘;)‘
y=1 ;

'(lf\h_fzkl—’—!f2k_f3k'l+‘"+If(n-—l)k_fnk'i+|fukl)‘
ed essendo

flk<f2n <f3k< ane <f(n—))k‘< nk
si ha

|z . %2 2
| 3 fvksen (v* -+ 1)y l g21nfnh<my‘1—9+ Bn Py T4 m q).
y=1

e a causa della (10)

L 1 _% 2 _2
13) \Elf"" sen {v* + l)y‘g?lnu<ay‘i—‘2-+pn By 94 m q},

V=

con @ costante assoluta.
d) Ora, per n sufficientemente grande si ha

1| = 1z 1] =
a9 o v_z_:lwm[s’ ) Vvk,i(v)|+ HPA Ay)l
£§Vk(<1§“Vk l 131};"
| y=1 V,aY)’ ) ‘ﬁl; V’G(Y)I_F';" =1 V’S(Y)l
con

—1
r n

1

® Nk x ! 2 7
(20,) Yok 1(y) = (s Y se‘n (* 4 11)(Y Y)sen® y ay
sen? ysens (y — 1)
Y~ 2

(6) Cfr. Y. MATSUMRA, loc. cit. (), pagg. 92.
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1 1
sen?® y sen 5 (y—=+")

1
“Vfk k — 2 ./
(20,) Vv 9 f W1 yfvesen (vF + 1)y —y) sen® y dy’

4 1
sen? y sen 5 vy — 1"

i
(20;) VA, 3() :_/ T, Y)f sen (v + 1)(y — v') sen*®y’ dy’

i
20) Tty = [T ')f”k“f“(v”1'“_”"’“"2*'017'

sen’ yseng (v — )

H

] 1
sen?y sen y—1)

i
! & & —_ ) T
(20,) V2 s(y) = / s )y sen (v + 1)y — ) sen® y ay

‘r+—
consideriamo, la (20,), posto v —y =y, si ha
0

1
n P} . % X
(21) ;;‘ ﬁ V¥, 1(7)' < '%I 21 Y(y) sen® (y — y)fy* sen (v* + 1)y dy

i

sen®y |
i
n
con
(22) H=— !
sen? (p -+ 1)
e

Hy) = flcos (y — y)] — flcos y)
e per la (18)

1 2k 2

n

ove I = H. . & una costante assoluta.

223

;Lgvvnml<21Lf|¢<y)\(ayq-2 ey e dy
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Poiché come conseguenza della (1) abbiamo
12

(23) [14y) | dy = ¥Ry =0(h) ()
0

ne segue che, scelto . ed in conseguenza » convenientemente pic-
colo, si ha

1| »
(24) al & 7] <ow o
v=1
analogamente
1 n
(25) " z Vy",.a(Y),gO(l).
v=1

Se consideriamo la (20,) abbiamo

2 2

L
1] - Aoy % 2 1 2
| £ vrs| =2 [lun ey T Ty T T Ty gy
y==
1

k

n
quindi
n
(26) 2 Vvk,‘z(*r)ISO(l) )
v=1{
analogamente
(27) 3 Vit 4(y) l < 0(1).
y=1

Se consideriamo infine la (20,) e teniamo conto delle (22), (10),
abbiamo
1
k

1] » H " n
-1 3 Tk 5(y) ’ < —J | Yy) ! I Z fksen (v¢ + 1)y. dy
n y=1 n v=1

1

n*

]
L ? M
n
<3 [1901 0 vy < 3 [ 1wy
1
-

ove M & una conveniente costante.

(") Cfr. A. FoA, Sulla sommabilita forte delle serie d¢ Legendre. « Bol-
lettino Unione Matematica », ottobre-dicembre 1942, serie II, anno V, n. 1.

(8) Cfr. Y. MATsUMRA, loc. cit. (!), pag. 94.

(®) Cir. Y. MATSUMRA, loc. cit. (1), pag. 93.
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Dalla condizione (23) segue

1
(28) "

S Vhsly) lgMn"W(/}%) = 0(1) (9.
y=1
Si ha cosi a causa delle (5), (5)), (8), (19), (6). (11), (24), (25), (26),
(27), (28), che
(29) lim L

ne—oc0o N

2 RMax) ’ = 0.

v=1

(1%) Cfr. Y. MATSUMRA, loc. ait, (1), pag 93.



