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Sulla sommabilità délie serie di Legendre.

Nota di ALESSAXDRO Ossicixi (a Roma).

Sunto. - II lavoro è sunteggiato nelîa breve, seguente introdusione.

TOSHIMI MATSUMRA (*) ha dimostrato per le serie del FOTJRIER

che :
Se f(x) è una funzione reale sommabüe e se H un numero

intero positivo (k>2), allora, in ogni punto x. in cui S(h) — 0(h),
si ha

lim - S [iSvMx) - f{x]\ = 0,
n •—- cx> ' * y — t

dove
h

ô
®r(t) = f(x H- t) -h f(x -t) — 2f(x);

ao + J [am cos mx H- 6m sen m ] ,

i proviamo che un teorema analogo sussiste per le serie di
polinomi di LEGEKBRE ; cioè che :

Se f(x)(l —x2) 4 è sommabüe nelVintervallo (—1, 1), e se k è
un numero intero positivo (k^>2), allora. in ogni punto x interno
alV intervallo {—1. 1) in cui

h

(1) ®(h) =f[f(x ± t) - f(x)]dt =
0

s* ha

(2) lim - S [Sv*(a;)- ƒ(«)] = 0,
n 1

(4) Cfr. TOSHIMI MATSUMRA, On ifee summability of Fourier series,
(« Jornal of the Osaka Institute of Sciences and Techonology »). Vol. 1,
n. % novembre 1949, pagg. 91-95).
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essendo
V *

(3) Sv*(x) = 2 amPm(x)

dove Pm(x) è ï'mesiiïio polinomio di Legendre, e

am = \ (2m -*- l)jf(x)Pm(x)dx.

L a somma (8), in base al la formula sommator ia di C H R I S T O F E E L ( 2)r

ha 1'espressione

(4) S*{x) = ^ (V*H- 1 ) / /(cc) * y ^ * ' ^ - , a ; ^ - / * - - v ^ dx,t

ed essendo

si ha
(5) Rvtyx) = S^(x) ~ f(x) =

W
Sia s un numero positivo < 1, e decomponiamo s nella somma

di due numeri positivi JA ed E, [/. -+- e = 1, sia d un numero posi-
tivo 0 <z d<\x e pa, ]x x due funzioni di x definite in (—- 1. 1)
soddisfano Ie limitazioni

d < y-a; < u. ;

allora. per — 1 -4- s < as < 1 — s, si ha

ove

(5,) IvA(x) = | (V* -+- 1) | 0(35, 0%v*fo *0 *» '
—1

1

1 r
•+- ö (v4 H- 1) 0(05, O5')flfV*(a5, « ' ) ( * » ,

(54) 2V*(a5) = l(v* +

(2) Cfr. G-. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali. (Zani-
chelli, Bologna 1946) pagg. 159.
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€on

è7 \ / /yt' sy*

b) Con dimostrazione analoga a quella del teorema di HOBSOX.

sulla convergenza delle serie del LEGENDRE, si prova che si ha
uniformemente per — 1 -(- s < x <; 1 — s (3):

{6) lim lA(x) = 0
y —*- oo

se ei riferiamo ad archi compresi tra zero e -K (4), posto

x* — cos Y' ; as = cos Y f 0 < y < * ; 0 < y' < ̂  ;

1 — s = cos p ; 1 — (f/.-+-ej=: cos (p -+- T) ; 0 < p <; ̂  ;

0 < T ; pH-T<^;

^. se indichiamo con vj(/) > 0) il minimo di arcos u — arcos (u -+- f>.)
per u m (— 1,1 — jx), si ha

1 i
<7) Tv* (cos y) ; = g (vft -ï- 1) | O ^ Y J Y )£V*(Y> Y

f—n
o on

®i(Y* Y') = flcos y) — /(cos Y') ;

Pv^(c
Y* Y c o s , ^ — c o g ^ ?

p + x ^ ^ ^ f p + t) [o </j <4

Con successive trasformazioni si ottiene

(8) 7V(eos Y) = Z7/(Y) -

con
y-Hn

(9)

(10)

(3) Cfr. G-. SANSONB. loc. oit. (2), pagg. 200.
|4) Cfr. G. SANSONB, loc. cit. (s), pagg. 205.
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lira
V —*- OO

= 0

la convergenza a zero è uniforme quando y varia in (p -f- T, X — p — x).
Ora

2
v = l n V - l

e per la (8) essendo x = cos y

(128)

dalla

(12.)

(6)

ï n
S Tvv = l

poichè

*(cos

1
2 1 n

segue che la somma a primo membro délia (123) tende a zero per
M —- oo müformente rispetto ad x in (— 1 H- S} 1 — s) e per la (11),
poichè

n v = l

n

s
v = l&i giunge allo stesso risultato per la somma a primo membro della

(124). Per completare la dimostrazione del teorema resta da pro-
vare che

(13) • ' 1lim -
v—l

c) Premettiamo una limitazione per la somma :

(14) S ƒ> sen (vfe -+- i)y 0 < y < izS ƒ> sen (vk + l)y
V = : l

ore

(15) ^ = ^ 5 "

limitazione che ci sarà utile per la dimostrazione della (13). Posto

n
as = S sen (vfe

 -H 1)«/
v = l

applicando la trasformazione di BRU^TACCI-ABEL (5) alla (14), ab-
biamo

S f A sen (v& +- l)y = a^f/ — /^) -t- ff2(ft
fc — f3

fe) -f-... -+- anfn
h

v = l

(5) Cfr. G. SANSONB, loc. cit. (2), pag 185.

15
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ma

e*(v*4

v = l

2 _ 2 \

ove

ne segue

(17)

ed

si ha

IA
e a causa della (10)

|18) S ƒ> sen [^
v = l

27c 2

a0

2fc 2

con Q costante assoluta.
d) Ora, per n sufficientemente grande si ha

(19)

con

n

n

v—1

v = l

* £ 1

Yj i •+•
v = l

(20.) V>, t(ï) = ƒ «.(T.
sen2 Y sen g (Y — Y')

(6) cfr. T. MATSUMRA, loc. cit. (*), pagg. 92.
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( 2 0 i )

sen2 y sen~ (y—

(20.) V V \ 3 ( Y ) = ^ ~

(204)

" V
sen2 y § e n 9 (ï — Y'I

1

sen^ Y s e n ^ (Y — ",')

(20.)
— Y ) sen 2 v'

i 1
sen2Y s e n ö ('T — ï')

consideriamo, la (20^, posto Y — Y' = 2/? s i

v = l

con

(22)

e

e per la (18)

n
2

v = l

— y)tf sen (vfe -+- l)t/ dy

sen 2 (p -+- T)

= / t c o s f Y — 2/)] — A c o s Y)

r

ove L ^= II • Q* è una costante assoluta.
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Poictiè corne coiiseguenza délia (1) abbiamo
h

123) f
0

ne segue che, scelto <x ed in conseguenza vj convenientenieiite pic-
colo, si ha

(24) 1

n
analogamente

(25)
1
n

n

S
v = l

;o(u.

Se consideriamo la (202) abbiamo

1

1

n

n
2 Vyfe 2 ( Y )

y —1 '

quindi

(26)

analogamente

(27)

r<C21L \\^
I
1

»?

1

1
n

{y) 1 ((x-îfâ~~ ̂

n
S Vvfc,2(T)

v = i

n

s V,*J4(Y)

Se consideriamo infine la (203) e temamo conto délie (22), (10),
abbiamo

n
2 TV\3(r) sen

v = l
dy

ove M è una conTeniente costante.

(7) Cfr. A. FoÀ? Suîla sommabilità forte délie serte d% Legendre. « Bol-
lett ino Unione Matematica », ot tobre-dicembre 1942, serie I I , anno V, n. 1.

(8) Cfr. Y . MATSUMRA, loc. cit. (4), pag. 94.

(9) Cfr. T . MATSUMRA, loc. cit. {*•), pag. 93.
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Dalla condizione (23) segue

(28)

Si ha cosi a causa delle (5), (5t), (8), (19), (6). (11), (24), (25), (26),
(27), (28), che

(29) lim S Bv
h(x)

v - l

(i0) Cfr. Y. MATSUMRA, loc. cit, (*), pag 93.


