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Ricerche sulle varietà quasi-asintotiche
I. Quasi-asintotiche ah2

Nota cli L U I G I MTTBACCHINI (a Bologna)

Sunto. - Si studiano le varietà VA che posseggono dati sistemi di calotte dï
varietà, o di varietà subordinate, quasi asintotiche ax 2 ; in particolare
si studiano alcuni casi con k — 3 , 4.

1. IiO studio delle curve (o degli elementi differenziali di curve)
quasi-asintotiche ha raggiunto un notevole sviluppo, specie per
opera del BOMPIANI, che Ie ha introdotte in geometria proiettivo-
differenziale, e del VILLA (1). Quest'ultimo ha affrontato il problema
fondamentale di ricercare Ie Vk che posseggono curve quasi-asin-
totiche y*.,» (di indici assegnati) formanti totalità di tipo assegnato ;
lo stesso problema si pone quando si considerano varietà subordi-
nate quasi-asintotiche di una Vk (*). In questa Nota ed in altre che
seguiranno tratterè la predetta questione seguendo nella ricerca Ie
linee direttive dei citati lavori del VILLA. Incomincio col consi-
derare Ie quasi-asintotiche di indici più bassi G-I2 ed ho cosï modo
di segnalare Ie principali difficoltà che si presentano nella ricerca.

(*) M. VILLA, Ricerche sulle curve quasi-asintotiche, Note I e I I «Rend.
Ace. JSTaz. Lineei » , S. VÏ, vol. XXVIII (1938) pp. 246,302. M. VILLA, Ri-
cerche sulle varietà VA che posseggono CXD Ê2 di yt 3, con particolare riguardo
al caso k = 4, 0 = 8, «Mem. Ace. Naz. Lincei », ö. VI, vol. VII (193<}ï
p. 373. M. VILLA, Nuove ricerche nella teoria delle curve quasi-asintotiche,
« Annali di Mat. », S. IV, T. XVIII (1939). E. BOMPJANI, Recenti progressé
nella geowtetria proiettiva dtfferenziale degli iperspazi, Proc. Fifth. Math
Congr. Cambridge 1912, v. II, p. 24. E. BOMPIANI, Geometria proiettiva dt
un'equazione a derivate parziali, lineare omogenea. Note I e II , « Hend,
Ace. Naz. Liineei » S. VI, vol XXIII (1938) p. 1-21. In quest'ultimo lavoro
si troveranno citati altri lavori del BOMPIANI sull'ai-gomento.

(2) Sull'argomento ricordiamo i seguenti lavori, nei quali si trovano i
primi esempi di varietà subordinate quasi-asintotiche per una varietà :
C. BOGDANJ Sopra una classe di V3 che ammettono una infinità di super-
ficie quasi-asintotiche ecc.. « Rend. Ace. ETaz. Lincei, S. VI, vol. XXVII
(1938). M. VILLA Sulle superficie quasi-asintotiche della V4

6 di Ss che
rappresenta Ie coppie di punti di due piani, «Rend. Cl. Sc. R. Ace. It »,
S. VII, vol. I (1940). C. LONGO, Sopra una classe di varietà che am-
mettono varietà subordinate quasi-asintotiche, «Rend. Ace. !N"az. Lincei»,
S. VIII , vol. V (1948). G. VAONA, Curve e superficie quasi-asintotiche
delle varietà di Grassmann che rappresenta Ie rette di uno spazio lineare.
questo Bollettinoj s. I I I , vol. IV (1949).
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a differenza di quelle che si hanno nel caso delle curve quasi-asin-
totiche. Nelle Note seguenti passerö a trattare dei casi successivi,
pervenendo alla earatterizzazione di alcune varietà.

2. Com'è ben noto (3) una Vh, subordinata di una data Vki quasi-
asintotica <rlj2 per la Vb, puö esserlo di specie t (e si scrive perciö

<7j 2*) con 1 < t <̂  T = ( ]. Yolendo ricercare Ie Vk che posseg-
' \ a I

gôno date totalità di Vh subordinate <71)2* (dati h e t) la trattazione
analitica esige (4) che si determinino anzitutto le Vh che posseggono
certe totalità di calotte fo-dimensionali, del primo ordine o>

h
1, di

<7t 2
l (5). Incominciamo dunque col considerare il seguente problema :
Determinare le Yk per le quali ogni calotta <7h

x è una calotta
di Gip*; ossia le Vk che posseggono ooH-*(*—*> o-̂ 1 di cr12*. È questo
il caso più semplice del problema di determinare le Vk che pos-
seggono oo$ (Je <T S < le H- h(k—h)) calotte cr̂ 1 di cr12

É, che considère-
remo in seguito.

Sia
(1) X = # ( T 1 , . . . , xh)

il punto che descrive la Vk considerata ; una Yh di Vk è data
quando si assegnino le funzioni (6)

(2) TA+i = Th+l (T, , ... , Tj. (I = 1, ... , h ~ H)

(3) ïticordiamo che una Vh, subordinata di una Vk, dicesi quasi-asin-
totica or s (0<r<C-s) délia Vjc quando lo spazio S(r) — osculatore alla V\.,
in un suo generico punto. e lo spazio S (s) — osculatore alla V& nello
stesso punto sono congiunti da uno spazio di dimensione inferiore alla
ordinaria ; poichè la diff erenza puö assumere diversi valori si rende neces-
saria Tintroduzione délia specie t, che è appunto il valore di quella dif-
ferenza. L a specie è stata introdotta dal V I L L A nel lavoro citato in (2).

(4) Questo accade anche nel caso delle curve quasi-asintotiche (Cfr.
V I L L A op. cit. in (i)). Ma mentre nel caso delle curve queste esistono
certamente se esistono loro elementi differenziali, nel caso delle Vh con
h ;> 1 accade che si possano avere calotte ok di quasi-asintotiche senza
che esistano Vk quasi-asintotiche. Questo risulterà chiaro dal seguito (n. 4).

|5) Pe r calotta a^1 si intende in sostanza l'insieme di un punto di Vjt

e di un suo S^ tangente ivi. Diremo che una calotta o^ è di Oj ̂  quando
è contenuta in una calotta vh

2 del secondo ordine il oui S{2) — osculatore
è congiunto allo SA tangente ivi alla Vk da uno spazio di dimensione
inferiore alla ordinaria di t unità.

(6) Per evitare di escludere qualche Vk subordinata délia V^ occore-
rebbe adoperare una rappresentazione più generale. Tuttavia per scopi
dimostrativi' la rappresentazione scelta è sufficiente, corne si vede con
facili considerazioni.
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Una calotta ah
x di Vk è data quando si assegnino (in un dato

punto di Yk) Ie h(k — h) quantità T{t\_t_l (i = 1, ... . h) ; la calotta è
di ô  2i quando la matrice :

(3)

ha caratteristica esattamente c=k -+- I ~ j H- 1 — 2 (7). In (3),

secondo Ie solite notazioni, S{X) indica k -t- 1 righe costituite da x
ed i suoi k derivati primi (rispetto ai parametri T) ed

l*)

essendo
= 1,.... ^ — h)

es-Se si Tuole che ogni calotta <>h di Yh sia di CT1J 2S la (3)
sere di caratteristica c identicamente rispetto alle quantità ~(l\±i.
Si osservi ora cae, fissate comunque le predette quantità, Fegua-
gliare allo zero una matrice di c -t- 1 righe estratta dalla |3) (Ie
prime k -+- 1 righe essendo formate da S(l)) significa imporre alla x
di soddisfare ad una equazione di LAPLAGE la cui quartrica asso-
ciata passa doppiamente per lo Sk—h—1 (di JSA_]) di equazioni

(5) • = 0 h: Z.= k — h).

Yiceversa se si suppone che la Vh considerata soddisfi ad un
certo sistema di equazioni di LAPLACE, dal quale si possono estrarre t
equazioni linearmente indipendenti Ie cui quadriche associate pas-
sano doppiamente per la Sk—k—i di equazioni (5), Ie t(%)

h+i essendo
quantità arbitrarie, si vede subito che quelle equazioni di LAPLACE

costituisconö legami lineari fra Ie righe délia matrice (3) tali da
renderne la caratteristica eguale a c.

Possiamo pertanto concludere che :
Affinchè ognt calotta $hl di una Yt sia di Gt^ è necessario e

(7) Poichè Ie prime fe + 1 righf* di (3) sono certamente indipendenti
dcrvranno annullarsi (e ciö sarà sufficiente) [Ie matrici con c — 1 righe
formate con Ie prime h-\-l e c — Je — 2 delle rimanenti.
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sufficiente che V& soddisfi ad un sistema di equazioni di Laplace tale
che il sisienia*lineare delle quadriche assodate contenga esattamente
ooi~1 quadriche che passano doppiamente per uno Sk—h—i generica
dello Sk—i.

Dal précédente enunciato si dechice il risultato, del resto im-
mediato (s), relative» al caso in cui t assume il suo valore massimo

: = 0 1, e cioè che allora la Vk è uno spazio lineare Sh. Non

ei indugiamo ad investigare i sistemi di cui si dice sopra e ei li-
mitiamo ad alcuiie osservazioni. Se h=.k — 1 si debbono conside-
rare i sistemi di quadriche dello S*_, che contengono oo*—1 qua-
driche passanti doppiamente per un puntó generico; si vede subito
che questi sono: a) i sistemi oo^^ 1 , b) i sistemi aak+t—p~1 a matrice
jacobiana identicamente nulla, di caratteristica k—p ( l < p < & — 2).
TIn risultato del TERRACINI (9) assicura che. nel caso b) e per £<Cp,
il sistema rappresenta una Vk la cui sezione iperpiana ha uno
/S(2)-osculatore di dimensione inferiore a quella ordinaria (10), per-
tanto :

Se una^kè tale che ogni sua calotta ^ „ i 1 sia di ^ £ ( 1 < t < ( 9 ) ) •

ma rappresenta meno di k -+- 1 equazioni di Laplace, allora la se-
zione iperpiana generica della Y& considerata ha lo &(2)-osctilatore
di dimensione inferiore alla ordinaria.

Le Vh di cui s' è detto ora sono state determinate dal TERRACLNT
(loc. cit. in (9)) per & = B, 4.

3, Passiamo ora a considerare Ie Vh che posseggono 00^ calotte <Jh
l

di (TI,2? essendo ora S < k -+- h(k — h).

Se una Vh possiede esattamente oo$ calotte o-̂ 1 di ai,2* la ma-

trice (3) ha caratteristica c—k-hi ^ J-t-1 — t per tutte Ie tM
h+i

che soddisfano alle d = k -+- h{k — h) — S relazioni (n)

(6) Ftf»^,..., *>\) = 0 (8 = 1,..., d).

(8) Se t ha il suo va lore mass imo si vede subi to che tu t t i gli EL d i Vk

bono EL di y12 e qu ind i Vk è u n Sk. (Cfr. V I L L A , la p r ima de l le op. cit.
in I1), no ta I ) .

(9) A. TERK-ACHSTIJ Alcune questioni sugli spasi tangenti e osculatori ad

una varietà. jN'ota I e III , « Atti R. Ace. Sc. » Torino, voll. XLIX e LT
(1913-14 e 1919-20).

(10> Se lo spazio (2)-osculatore ad una Vk ha dimensione w e lo
spazio |2)-osculatore alla sua sezione iperpiana generica ha dimen-
sione a>', è w' = ^ {k — 1) (fc -f- 2) per w > s (k — 1) (k -+- 2) + 1 ed o>' = to — 1

per o><5 (fc— l)(fc-f-2) -+ 1, *w generale (Cfr. TERRACINI, op. cit. in (9)).
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Semplici ragionamenti, analoghi e quelli relativi al caso d = 0,
che tralasciamo per breATità, permettono di affermare che :

Affinchè tina Yk possegga oo^ calotte <7h2 di <y\J2
t è neces ario

e sufficiente che rappresenti un sistema di equazioni di Laplace avente
un sistema lineare di quadriche associate tale che gli $*__,,_, che
sono doppi per oo*-1 quadriche del sistema formano una totalità oo^—k.

Questa proposizione permette di costruire tutti i possibili tipi
di sistemi di equazioni di L A P L A C E a cui debbono soddisfare la Vk

aventi la propriété considerata; inoltre permette di conoscere quale
forma debbano necessariamente avere Ie relazioni (6) ( l t). Tutto
ciö perö subordinatamente ad un esame dei sistemi l ineari di qua-
driche che présenta non poche difficoltà per il gran numero dei
casi che si possono avere.

IN'on possiamo in questa breve Nota in t raprendere lo studio pre-
detto nè soffermarci sulle numerose proposizioni che si potreb-
bero r icavare da quella enunciata; ei limiteremo ad i l lustrare alcuni
casi particolari .

P e r h = S(V3) ed h = 2, puö essere i = l, 2, 3 e S = 3, 4 (8 = 5
è il caso considerato nel num. précédente). P e r 8 = 8 si hanno i
seguenti t ipi di sistemi l ineari di coniche nel caso t = 1 :

a) fascio di coniche (che non contenga rette doppie nè sia
tutto di coniche spezzate),

b) coniche spezzate in due rette distinte,
per S = 4 e £ — l s i hanno :

a) sistemi oo2 generici coniche.
b) fasci di coniche spezzate (con una ret ta fissa) o coutenenti

re t ta doppia,
c) retta doppia.

Le V8 relative ai casi sopra menzionati sono state investigate
(in parte) da P. BXTZA^O (u) ed U. LEVI.

Sempre per h = 3, hz=2 supponiamo ora che sia t = 3. Si vede
subito che non puö in tal caso essere S = 4 e per S = 3 si hanno i
seguenti tipi di sistemi di coniche :

a) sistema oo2 delle coppie di rette di un fascio e sistemi che

(it) Relazioni che contengono naturalmente' anche Ie x,($ — 1,..., 7c).
(12) Questo ha interesse anche per lo studio locale delle V^ e permet-

terebbe certo di dare riferimenti proiettivi intrinseci per quello studio.
(13) P . BUZANO, Varietà a tre dimensióni intégrait di un sistema di

equazioni a derivate parsiali lineari e omogenee, « Mem. R. Ace. Sci. ».
Torino, S. % T. 69 (I), (1938-39). IL L E V I , Intorno alla varietà a tre
dimensióni che rappresentano un sistema di equasioni differenziali Uneari
alle derivate parziali del 2° e del 3° ordine, « Rend. Sem. Mat. Univ. »
Padova, vofc IV (1933) p. 27 e vol. Y (1934) p. 1*8*
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lo contengono. I n questo caso vi è, pe r ogni pun to de l la Vz u n a
sola calotta o-2

l d i c i ^ 3 .
b) s is tema oo4 di coniche che ammet te u n a coppia di p u n t i

ooniugati . I n questo caso vi sono, pe r ogni pun to dél ie Y3, due ca-
lotte CTg1 di (T1)2

3. ,£,
Si vede facilniente che per k q a a l u n q u e , h = k — 1 e t — ( ~ l

si hanno risaltati analoghi agli ultimi enunciati.
Pe r fe=r4 ed ^ — 2 sia t — 3, o = 4 allora si hanno i sistemi:

a) sistema oo2 delle coppie di piani di un fascio e sistemi
che lo contengono,

a) sistema oo4 contenente Ie coppie di piani di due fasci ad
assi incidenti, o oo5, se gli assi sono sghembi; le relative V4 hanno
rispettivamente una sola o due calotte Cg1 di ei, 23 per ogni punto .

Più avanti riprenderemo uno degli esempi ora il lustrati .

4. Per terminnre dobbiamo trattare il problema di determinare
Ie Vk che posseggono, non soltanto calotte o>

A
1, ma varietà subordi-

nate Vh che siano cri^. Quelle Vk sono da ricercarsi fra quelle di eui
s'è detto nel n. 3 e precisamente sono quelle per Ie quali Ie relazioui
(6), equazioni alle derivate parziali del primo ordine nelle funzioni in-
cognite T^^^TJ, . . . , TA). sono integrabili. Si osserverà pertanto che quan-
do sia d^k — h esisteranno certo Vh subordinate e dipenderanno da
funzioni arbi t rar ie; se invece d^> k — h dovranno essere soddisfatte
condizioni di integrabilità per Ie (6) e pertanto, in generale, si
avranno soltanto calotte di crĵ g e non varietà subordinate. TJn me-
todo per determinare Ie Vk in discorso è comunque il seguente :

1) ricercare i diversi tipi di sistemi l ineari di quadriche re-
lativi alle VA che posseggono i sistemi di calotte o-A

x di tn.,2* del case*
che si vuol considerare,

2) ottenere Ie relazioni (6) e scri^erne Ie condizioni di inte-
grabilità. Queste, insieme con Ie equazioni di LAPLACE, dedotte
dai sistemi ottenuti prima, permetteranno di determinare la Vlr

In pratica il metodo indicato présenta gravi difficoltà di cal-
colOj salvo in qualche caso. A titolo di esempio applichiamo ora
quel metodo alla determinazione della Yz che posseggono oo1 su-
perficie ffi,23- D^l n. 3 sappiamo che una tale Vz possiede oo3 calotte
(Tg1 di f71,23 e per.tanto soddisfa ad un sistema di equazioni di L A P -
LACE avente un sistema lineare di coniche associate contenente
la oc* coppie di rette di un fascio. Siano dunque (14)

( ? ) ( ÖI = «I (T,< T 2 ; T 3 )6 3

I Qt = tx.t(rl9 T 2 ; T 3 )6 3

(14) A meno di un eventuale scambio degli indici 1, 2, 3, se quel punto
fosse improprio (cioè avesse 83 = 0) nel piano Ql, 02.
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le coordinate del centro di quel fascio. Fra Ie equazioni di LA-
PLACE a cui deye soddisfare Ie Vg vi sono Ie tre (15):

lie calotte o-g1 di o-̂ g3 uscenti da ciascun punto di Vz sono dunque
date da

la condizione di integrabilità di questo sistema è notoriamente (16)

rT(D a Tf?) „I —

La (10) è la condizione di completezza del sistema

dF dF dF dF

assnnaendo come nuoYo parametro v${tl9 T2Î T3) un integrale di (11)
e lasciando immutati gli altri due, il sistema (8) diventa

(12) X U 1 ) <>3 X t l l ) Ĉ 3 X (22) CO 0.

In altri termini la condizione di integrabüita (10), se soddisfatta,
permette di assumere Ie ool superficie <7i,23 corne superficie x3^^cost.

È noto clie se Ie equazioni (12), alle quali soddisfa la Y%} costi-
tuiscono un sistema chiuso, esse esprimono (17) che le superficie
T3 = cost. sono piani. La Yz è allora una oo' di piani di tipo qual-
siasi. Se invece la (12) non costituiscono un sistema chiuso le su-
perficie 73— cost., che sono Ie tr^o3 delle V3> possono non essere piani.
IVIa poichè lo jS(2)-osculatore a quelle superficie è uno Sz esse sono
allora rigate sviluppabili o coni pertanto la V^ è una rigata. Dalle
condizioni di integrabilità delle (12) si deduce poi che essa è svi-
luppabile; si possono assumere le rette délia Vz come linee xL ed essa
soddisfa allora ad un sistema di equazioni di LAPLACE fra le quali

(15) Col segno oo si indica che il p r imo membro differisce dallo zero

per una espressione l ineare omogenea nella a; e le sue derivate prime.

(16) Cfr. E. GrOURSAT, Equations aux dérivées partielles du p?*emter ordref

Parigi, 1921.
(17) Cfr. A. T E R R A C I N I , op. cit. (9), î^ota I .
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i sono Ie :

Xnt) = XX{2) - h pXC3) -+- YX(1) H- OX

+ §,X

+ §2x (Pa=|=0).

Sfruttando li> condizioni di integrabilità delle (13) si vede senza
difficoltà che se Ie prime tre equazioni costituiscono un sistema
chiuso la V^ è un cono proiettante una superficie che possiede un
sistema di asintotiche YI,2. In caso contrario, escluso il caso che
la V, sia un Sd, il sistema (13) deve avere la forma:

(13')
X{12) =z KXi2) + yX{l) + %X

x ( l3 ) = a}xU) -+- axC3) -H Y ^ 1 » +• Sjfic (ax ^ r 0)

cc(22) ĉ> 0.

Le V3 integrali sono rigate sviluppabili che posseggono una
sola superficie focale sulla quale Ie generatrici (delle superficie
sviluppabili della V"3) inviluppano un sistema di curve YI,2.

Concludendo abbiamo che :
Le Y3 che posseggono un sistema oo1 di superficie <J\^Z quasi-

<isintotiche sono di uno dei tipi seguenti :
a) T3 luogo di oo1 piani,
b) Y3 rigate sviluppabili con una unica superficie focale pos-

sedente un sistema oo1 di YI,2 (doe soddisfacente ad una equazione
di Laplace di tipo parabolico).

c) Y3 coni proiettanti una superficie,possedente un sistema oo1

di Yi.2.
Inoltre si ha che :

Le Uniche Y3 che posseggono due sistemi oo1 di superficie o^g8

sono i coni di S4 .

(l8) Osserviamo che Ie eventuali V̂—A di una V\, che siano varietà o1 g

di specie massima per la Vk e nell'ipotesi che questa varietà ne possegga
un sistema ©o1, sono necessariamente spasi lineari &jc--i oppure oo1 di S^„2

svtluppabtli ordinarie. Ciö risulta dal fatto che lo S(2)-osculatore alla
T7*—i deve essere un Sjc. (Cfr. TERRACINI, Sulle Yfr che rappresentano

plu di - k(k — 1) equazioni di Laplace linearmente indipendenti « Rend.

Circ. Mat. Palermo », t. XXXIII (1912) p. 176.).
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