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Ricerche sulle varietd quasi-asintotiche
I. Quasi-asintotiche o)

Nota di Luier MURACCHINI (a Bologna)

Sunto. - Si studiano le varieta V. che posseggono dati sistemi di calotte di
varietd, o di varieta subordinate, quasi asintotiche o123 in particolare
st studiano alcuni cast con k=—=3, 4.

1. Lo studio delle curve (o degli elementi differenziali di curve)
quasi-asintotiche ha raggiunto un notevole sviluppo, specie per
opera del BoMPIANI, che le ha introdotte in geometria proiettivo-
differenziale, e del ViLna (}). Quest’ultimo ha affrontato il problema
fondamentale di ricercare le V, che posseggono curve quasi-asin-
totiche v, , (di indici assegnati) formanti totalita di tipo assegnato:
lo stesso problema si pone quando si considerano varietd subordi-
nate quasi-asintotiche di una V, (?). In questa Nota ed in altre che
seguiranno tratterd la predetta questione seguendo nella ricerca le
linee direttive dei citati lavori del Viura. Incomincio col consi-
derare le quasi-asintotiche di indici piti bassi ;5 ed ho cosi modo
di segnalare le principali difficolta che si presentano nella ricerca.

(1) M. ViLLaA, Ricerche sulle curve quasi-asinfotiche, Note I e II «Rend.
Acc. Naz. Lincei », S. Vi, vol. XXVIII (1938) pp. 246,302, M. VirLa, Ri-
cerche sulle varietd V. che posseggono ocod B, di Y13» con particolare riguardo
al caso k=4, 3=8, «Mem. Acc. Naz Lincei», 8. VI, vol. VII (193%
p. 878. M. ViLLa, Nuove ricerche nella teoria delle curve quasi-asinfotiche,
« Annali di Mat.», S. IV, T. XVIIT (1939). E. BomriaNl, Recenti progress:
nella geometria proiettiva differenziale degli iperspazi, Proc. Fifth Math
Congr. Cambridge 1912, v. I, p. 24. E. BoMPIANI, Geometria proiettiva du
uw’'equazione a derivate parziali, lineare omogenea, Note I e II, '« Rend.
Ace. Naz. Lincei»> S. VI, vol XXIII (1938) p. 1-21. In quest’ultimo lavoro
si troveranno citati altri lavori del Bomprani sull’argomento.

(?) Sull’argomento ricordiamo i seguenti lavori, nei quali si trovano i
primi esempi di varietdh subordinate quasi-asintotiche per una varietd:
C. Boepan, Sopra una classe di Vy che ammettono wna infinita di super-
ficie quasi-asintotiche ecc., « Rend. Acc. Naz. Lincei, 8. VI, vol. XXVII
(1938). M. ViLra Sulle superficie quasi-asintotiche della V.5 di Sg che
rappresenta le coppie di punii di due piani, < Rend. Cl. Sc. R. Ace. It »,
S. VII, vol. I (1940). C. Lox@o, Sopra wna classe di varieta che am-
mettono varieta subordinate quasi-asintotiche, « Rend. Ace. Naz. Lincei »,
S. VIII, vol. V (1948). G. VaonNa, Curve e superficie quasi-asintotiche
delle varietd di Grassmann che rappresenta le rette di uno spazio lineare,
questo Bollettino, s. ITI, vol. IV (1949).
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a differenza di quelle che si hanno nel caso delle curve quasi-asin-
totiche. Nelle Note seguenti passerd a trattare dei casi successivi,
pervenendo alla caratterizzazione di alecune varieta.

2. Com’2 ben noto (®) una V,, subordinata di una data V,, quasi-
asintotica o, o per la V,, pud esserlo di specie ¢ (e si scrive percid

h+1
G197y con 1<t :( ;_ ) Volendo ricercare le V, che posseg-

gono date totalita di V, subordinate o5’ (dati k e ) la trattazione
analitica esige (%) che si determinino anzitutto le V, che posseggono
certe totalith di calotte h-dimensionali, del primo ordine ¢,?, di
o1,9' (°)- Incominciamo dunque col considerare il seguente problema :
Determinare le V, per le quali ogni calotia o> & una calotia
di o, 9%; ossia le V), che posseggono co*thh—Wg 1 di ¢ o B questo
il caso pitt semplice del problema di determinare le V, che pos-
seggono co¥(k <3 < k + h(k — h)) calotte ¢,' di o,y che considere-
remo in seguito.
Sia
(1) X=2(Ty ey Ta)

il punto che descrive la V, considerata; una V, di V, & data
quando si assegnino le funzioni (%)

P] Tt = Taat (T oor s Tp)e (I=1,.., E—h)

(3) Ricordiamo che una V,, subordinata di una V;, dicesi quasi-asin-
totica o, (0 <7 <s) della V; quando lo spazio S(r) — osculatore alla V7,
in an suo generico punto, e lo spazio S(s) — osculatore alla V; nello
stesso punto sono congiunti da uno spazio di dimensione inferiore alla
ordinaria; poiche la differenza pud assumere diversi valori si rende meces-
saria l'introduzione della specie #, che & appunto il valore di quella dif-
ferenza. Lia specie & stata introdotta dal VILLA nel lavoro citato in (2).

(4) Questo accade anche nel caso delle curve quasi-asintotiche (Cfr.
ViLra op. cit. in (*)). Ma mentre nel caso delle curve queste esistono
certamente se esistono loro elementi differenziali, nel caso delle V, con
h > 1 accade che si possano avere calotte o, di quasi-asintotiche senza
che esistano V), quasi-asintotiche. Questo risultera chiaro dal seguito (n. 4).

(5) Per calotta o,! si intende in sostanza l'insieme di un punto di V;
di un suo S, tangente ivi. Diremo che una calotta o, & di oy »¢ quando
contenuta in una calotta 5,2 del secondo ordine il cui S(2) — osculatore
¢ congiunto allo S, tangente ivi alla V, da uno spazio di dimensione
inferiore alla ordinaria di ¢ unita,

() Per evitare di escludere qualche V, subordinata della V, occore-
rebbe adoperare una rappresentazione pilt generale. Tuttavia per scopi
dimostrativi- la rappresentazione scelta & sufficiente, come si vede con
facili considerazioni.

@ m
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Una calotta ¢,' di V, & data quando si assegnino (in un dato
punto di V,) le h(k — k) quantith ™, ,(¢=1,... h); la calotta &
di ¢y ' quando la matrice:

S(1)

an
X

(3) : . .
20 (@ j=1,.., h)

Zthn)y
x

h+1

2
secondo le solite motazioni, S(1) indica k& + 1 righe costituite da »
ed i suoi k derivati primi (rispetto ai parametri ) ed

ha caratteristica esattamente ¢ =k + ( ) +~1—1¢ (). In (3),

(4) ) = g0 ;_“x(z, h+1) T(z)h_'_l 4+ %} 201, h+1) -JJ’MH 4
—+ X xlh+l him) T(‘)h_‘_; (@

h+m;
l,m

(I, m=1,... E—h)
essendo
a*x

(2) —
' = — .
07,07,

Se si vuole che ogni calotta ¢, di V, sia di 5y o, la (3) dovra es-
sere di caratteristica ¢ identicamente rispetto alle quantita =™, ,.
Si osservi ora che, fissate comunque le predette quantita, 1'egua-
gliare allo zero una matrice di ¢+ 1 righe estratta dalla (3) (le
prime %k + 1 righe essendo formate da S(1)) significa imporre alla »
di soddisfare ad una equazione di LAPLACE la cui gquadrica asso-
ciata passa doppiamente per lo §,_,_, (di S,—,) di equazioni

(5) b, 2, 0, =0  (i=1,..h: L=1,.., k—h)
1

Viceversa se si suppone che la V, considerata soddisfi ad un
certo sistema di equazioni di LAPLACE, dal quale si possono estrarre ¢
equazioni linearmente indipendenti le cui quadriche associate pas-
sano doppiamente per la S,_,_, di equazioni (5), le v, , essendo
quantith arbitrarie, si vede subito che quelle equazioni di Larrace
costituiscono legami lineari fra le righe della matrice (3) tali da
renderne la caratteristica eguale a c.

Possiamo pertanto concludere che:

Affincheé ogwe calotia on' di una Vi sta di oy o* & necessario e

(") Poiché le prime h +1 righe di (3) sono certamente indipendenti
dovranno annullarsi (e cid sard sufficiente) e matrici con ¢ — 1 vighe
formate coun le prime k+1 e ¢ — k — 2 delle rimanenti.
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sufficiente che Vi soddisfi ad un sistema di equazioni di Laplace tale
che il sistema’lineare delle quadriche associate contenga esattamente
oct=1 guadriche che passano doppiamente per uno Sk—n—1 generico
dello Sk..1.

Dal precedente enunciato si deduce il risultato, del resto im-

mediato (%), relativo al caso in cui ¢ assame il suo valore massimo

h + 1) . R s s
~—( 5 ), e cioé che allora la V, & uno spazio lineare S,. Non

v

ci indugiamo ad investigare i sistemi di cui si dice sopra e ci li-
mitiamo ad alcune osservazioni. Se h =k — 1 si debbono conside-
rare i sistemi di quadriche dello S,_, che contengono oo!—! qua-
driche passanti doppiamente per un punto generico; si vede subito
che questi sono: @) i sistemi co*+'—1 b) i sistemi co*+t—p~1 a matrice
jacobiana identicamente nulla, di caratteristica k— ¢ (1<<o<<k — 2).
TUn risultato del TERRACINI (°) assicura che. nel caso b) e per t<C¢,
il sistema rappresenta una V, la cui sezione iperpiana ha wuno
S(2)-osculatore di dimensione inferiore a quella ordinaria ('°), pex-
tanto :

k
Se una 'V, &tale che ogni sua calotta orx—1* sia di o128 (1< ¢ S(—J) .

ma rappresenta meno di k + 1 equazioni di Laplace, allora la se-
zione 1perpiona generica della Vi comsiderata ha lo S(2)-osculatore
di dimensione inferiore alla ordinaria.

Le V, di cui s’& detto ora sono state determinate dal TERRACINT
{(loc. cit. in (°)) per k=3, 4.

3. Passiamo ora a considerare le V, che posseggono co? calotte s’
di o192 essendo ora 3 <k + h(k -- h).

Se una V, possiede esattamente oo® calotte s,' di o1 2° la ma-

h+1
trice (3) ha caratteristica ¢ =k + ( ; ) + 1 — ¢ per tutte le =9,

che soddisfano alle d =k + hlk — h) — & relazioni ()

(©) FfeD, s,y ey @) =0 (s=1,.., d).

(8) Se ¢ ha il suo valore massimo si vede subito che tutti gli E, di V)
sono E di vyp e quindi V3 & un §;. (Cfr. ViLra, la prima delle op. cit.
in (1), nota I).

(?) A. TeErRRACINI, Alcune guestiont sugli spazi tangenti e osculatori ad
una verietd. Nota I e III, « Atti R. Ace. Se.» Torino, voll. XLIX e LV
(1913-14 e 1919-20).

(#°) Se lo spazio (2)-osculatore ad una 7V, ha dimensione w e lo
spazio (2)-osculatore alla sua sezione iperpiana generica ha dimen-

sione o', & w’:%(k—l)(k—}-% per m>%(k-——1}(k+2)+1 ed o =0—1

er (nS} E—1)(k+2) + 1, in generale (Cfr. TERRACINI, op. cit. in (9)).
P ._)( P



202 LUIGI MURACCHINI
Semplici ragionamenti, analoghi e quelli relatw1 al caso d =0,
che tralasciamo per brevitd, permettono di affermare che:
Affinché una Vi possegga oo calotte on' di o1,2' & meces ario
e sufficiente che rappresenti un sistema di equazioni di Laplace avente
un sistema lineare di quadriche associate tale che gli S,_,_, che
sono doppi per oo~ guadriche del sistema formano una totalitd cod—k.

Questa proposizione permette di costruire tutti i possibili tipi
di sistemi di equazioni di LAPLACE a cui debbono soddisfare la V,
aventi la proprietad considerata; inoltre permette di conoscere quale
forma debbano necessariamente avere le relazioni (6) (!*). Tutto
cid perd subordinatamente ad un esame dei sistemi lineari di qua-
driche che presemta mon poche difficoltad per il gran numero dei
casi che si possono avere.

Non possiamo in questa breve Nota intraprendere lo studio pre-
detto né soffermarci sulle numerose proposizioni che si potreb-
bero ricavare da quella enunciata; ci limiteremo ad illustrare alcuni
casi particolari.

Per k=3(V;)ed h =2, pud essere t=1,2,3e¢8=3,4038=5
¢ il caso considerato mel num. precedente). Per 8 =3 si hanno i
seguenti tipi di sistemi lineari di coniche nel caso t=1:

a) fascio di comiche (che mon contenga rette doppie né sia
tutto di comiche spezzate),

b) coniche spezzate in due rette distinte,
per 8=4 e t =1 si hanno:

a) sistemi co® gemeriei coniche.

b) fasci di coniche spezzate (con una retta fissa) o contenenti
retta doppia,

¢) retta doppia.

Le V, relative ai casi sopra menzionati sono state investigate
(in parte) da P. Buzaxo (*¥) ed U. Luvr.

Sempre per k=3, h =2 supponiamo ora che sia t — 3. Si vede
subito che non pud in tal caso essere 3 =4 e per 8 =3 si hanno i
seguenti tipi di sistemi di coniche:

@) sistema oo® delle coppie di rette di un fascio e sistemi che

(') Relazioni che contengono naturalmente'anche le t,(¢ =1,..., k).

(42) Questo ha interesse anche per lo studio locale delle V; e permet-
terebbe certo di dare riferimenti proiettivi intrinseci per quello studio.

(43) P. Buzano, Varietc a tre dimensioni integrali di un sistema di
equazioni a derivate parziali lineari e omogenee, « Mem. R. Acc. Sci.».
Torino, S. 2, T. 69 (I), (1988-39). U. Lgvi, Intorno alla variets a tre
dimensioni che rappresentano un sistema di equazioni differenziali linears
alle derivate parziali del 2° e del 3° ordime, « Rend. Sem, Mat. Univ.»
Padova, vol. IV (1933) p. 27 e vol. V (1934) p. 148
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lo contengono. In questo caso vi &, per ogni punto della V; una
sola calotta ¢,' di o 2%

b) sistema co! di coniche che ammette una coppia di punti
coniugati. In questo caso vi sono, per ogni punto delle V;, due ca-
lotte 621 di 0‘1,23.

k
Si vede facilmente che per k qualunque, h=k—1 e { = <§>

si hanno risanltati analoghi agli ultimi enunciati.
Per k=4 ed h—=2 sia t =3, =4 allora si hanno i sistemi:

a) sistema oo? delle coppie di piani di un fascio e sistemi
che lo contengono,

a) sistema oof contenente le coppie di piani di due fasci ad
assi incidenti, o oo® se gli assi sono sghembi; le relative V, hanno
rispettivamente una sola o due calotte ¢,! di ¢1,2® per ogni punto.

Pih avanti riprenderemo uno degli esempi ora illustrati.

4. Per terminare dobbiamo trattare il problema di determinare
le V, che posseggono, non soltanto calotte ¢,', ma varietd subordi-
nate V, che siano ¢y,2%. Quelle V, sono da ricercarsi fra quelle di cuai
s’ & detto nel n. 3 e precisamente sono quelle per le quali le relazioni
(6), equazioni alle derivate parziali del primo ordine nelle funzioni in-
cognite t,, ,(z,,..., T,), sono integrabili. Si osservera pertanto che quan-
dosia d <<k — h esisteranno certo V, subordinate e dipenaeranno da
funzioni arbitrarie; se invece d > k — h dovranno essere soddisfatte
condizioni di integrabilith per le (6) e pertanto, in generale, si
avranno soltanto calotte di ¢1,2 ¢ non varieth subordinate. Un me-
todo per determinare le V, in discorso & comunque il seguente:

1) ricercare i diversi tipi di sistemi lineari di quadriche re-
lativi alle V, che posseggono i sistemi di calotte o,! di o1,2" del caso
che si vuol considerare,

2) ottenere le relaziomi (6) e scriverne le condizioni di inte-
grabilith. Queste, insieme con le equazioni di LAPLACE, dedotte
dai sistemi ottenuti prima, permetteranno di determinare la V.

In pratica il metodo indicato presenta gravi difficoltd di cal-
colo, salvo in qualche caso. A fitolo di esempio applichiamo ora
quel metodo alla determinazione della V, che posseggono co' su-
perficie oy, 2% Dal n. 3 sappiamo che una tale V; possiede co? calotte
o di o19° e perfanto soddisfa ad un sistema di equazioni di Liap-
LACE avente un sistema lineare di coniche associate contenente

la oc? coppie di rette di un fascio. Siano dunque (**)
{ 8y =a,(r,, 7; 73)0;
l By = ay(ryy 755 T30

()

(149) A meno di un eventuale scambio degli indici 1, 2, 3, se quel punto
fosse improprio (cioe avesse 83 = 0) nel piano 6,, 0,.
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le coordinate del centro di quel fascio. Fra le equazioni di La-
PLACE a cui deve soddisfare le V, vi sono le tre (!%):

0
(8) ( + a)(gﬁ—l— a’”)No . j=1, 2).

— e, — o, —
7
0T, oty /\ 0T, 07y

Le calotte o,' di 01,2® uscenti da ciascun punto di V, sono dunque
date da

(9 { 7“)3 = 0()(1‘1 s Tgs Ts) .
* )
| T = (1, Ty Ty)

la condizione di integrabilitd di questo sistema & notoriamente (%)

[*P — oy, Ty — ] =
(10 O R
e, T, %oty ot

=0.

La (10) & la condizione di completezza del sistema

oF _oF _oF  oF

— oy — = — 4o, — =0}
or, Yoty T 8T, 281, ’

(11)

assnmendo come nuovo parametro oy(t,, 7,, 7,) un integrale di (11)
e lasciando immutati gli altri due, il sistema (8) diventa

(12) m(ll) oo 222 o w(??) oo O.

In altri termini la condizione di integrabilita (10), se soddisfatta,
permefte di assumere le co! superficie 1, 9° come superficie v, — cost.

B noto che se le equazioni (12), alle quali soddisfa la V;, costi-
tuiscono un sistema chiuso, esse esprimono (*") che le superficie
7, == cost. sono piani. La V, & allora una oo' di piani di tipo qual-
siasi. Se invece la (12) non costituiscono un sistema chiuso le su-
perficie =, = cost., che sono le o1 2% delle V;, possono non essere piani.
Ma poiche lo S(2)-osculatore a quelle superficie & uno S, esse sono
allora rigate sviluppabili o coni pertanto la V, & una rigata. Dalle
condizioni di integrabilith delle (12) si deduce poi che essa & svi-
luppabile; si possono assumere le rette della V, come linee 1, ed essa
soddisfa allora ad un sistema di equazioni di LaprLacr fra le quali

{15) Col segno co si indica che il primo membro differisce dallo zero
per una espressione lineare omogenea nella & e le sue derivate prime.

(:6) Cfr. E. GoursAT, Equations aux dérivées partielles du premaer ordre,
Parigi, 1921.

(17) Cfr. A. TERRACINI, op. cit. (%), Nota I.
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Vi somo le:

\ 2 =0
3 2P = a2 4 Ba® 4 yaP 4 3
L
( ) x(l.‘i) — a]x(z) 4+ ﬁlxw) -+ le(l) -+ Slx

2?) = a2 + B,a® + v,V + S, B, =0

Sfruttando le condizioni di integrabilita delle (13) si vede senza
difficolta che se le prime tre equazioni costituiscono un sistema
chiuso la V, & un cono proiettante una superficie che possiede un
sistema di asintotiche yi,2. In caso contrario, escluso il caso che
la V, sia un §;, il sistema (13) deve avere la [orma:

{ 2 — 0
(13) 21 = ax? 4+ vV + 3
209 = a2 4 a® 4 v, + (x,3=0)

w(?z) oo 0'

Le V, ntegrali sono rigate sviluppabili che posseggono una
sola superficie focale sulla quale le generatrici (delle superficie
sviluppabili della V;) inviluppano un sistema di curve vyi,2.

Concludendo abbiamo che:

Le V, che posseggono un sistema oco' di superficie o1,2® quasi~
usintotiche sono di uno dei tipi sequents:

a) V, luogo di oo piani,

" b) V, rigate sviluppabili con una unica superficie focale pos-
sedente un sistema oo' di yi,2 (cioé soddisfacente ad una equazione
di Laplace di tipo parabolico).

e) 'V, coni proiettanti una superficie possedente un sistema oo?
di y1.2.

Inoltre si ha che:

Le uniche V, che posseggono due sistemi oo di superficie o1,9°
sono i coni di S,.

(%) Osserviamo che le eventuali V,—, di una Vj, che siano varieta I
di specie massima per la V, e nell’ipotesi che questa varietdh ne possegga
un sistema oo, sono necessariamente spazi hneari S;_, oppure oot di S;_,
sveluppabili ordinarie. Cid risulta dal fatto che lo S(2)-osculatore alla
V;,—; deve essere un S;. (Cfr. TERRACINI, Sulle V, che rappresentano

.1 L .

pur di 5k(k —1) equazioni di Laplace linearmente indipendenti « Rend.
Cire. Mat. Palermo », t. XXXIII (1912) p. 176.).
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