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Sulle quasi-asintotiche.

Nota di Mar1o ViLrLa (a Bologna).

Sunto. - St fanno alcune osservazioni su alcuni recenti lavori di G. SABAX
sulle quasi-asintotiche.

1. Sono apparsi recentemente alcuni lavori di G. SABAN () sulle
varietd quasi-asintotiche ordinarie e anche sulle curve (e varieta)
quasi-asintotiche a pill indici, nozione questa da me introdotta (?).
Questi lavori del SABAN sono inquinati da alcune sviste che alfe-
rano profondamente i risultati. Nell'ultimo dei lavori citati il
SABAN conclude erroneamente che le curve quasi-asintotiche a pil
indici sostanzialmente non esistono. Qui dard le ragioni del-
I"errore.

2. Date due varietad V,, V, (k> m), tali che V,, appartenga a V,.
una curva y di V,, si dice quasi-asintotica a tre indici yp,q,» di
{Vy, V,) quando in un suo punto generico lo spazio congiungente
I’ S(p) osculatore a V,, I’S(g) osculatore a V,, e I’S(r) osculatore ad
essa (p < g < r)ha dimensione minore del massimo corrispondente

ai valori assegnati di %k, m, p, q, r.(%).

() G. SaBaN, Sulle varietd quasi-asintotiche; Notal. Proprietd elementari
collegate alla nozione di specie; Nota II. Varieta subordinate di varieta
quasi-asintotiche; Nota II1. Ancora sulle varieta subordinate; « Rend. Acca-
demia Naz. Lincei »,s. VIII; vol. VIII, p. 562; vol. IX, p. 55; vol. X, p. 113
(1950-51). G. SABAN, Quasi-asintotiche ad n indict e teoremi di variabilita
«degli indici. « Rend. di Mat. e delle sue Appl. ». Roma, s. V, vol. IX,
p. 429 (1950).

() I1 dott. VaoNa si era proposto di caratterizzare sulla V,® delle
coppie di punti di due piani (V,5 di Seere) le curve rappresenta-
tive delle curve caratteristiche di una trasformazione puntuale. Sotto lo
stimolo di questo problema, io introdussi le curve (e varietd) quasi-asinto-
tiche a pit indici. Lie curve caratteristiche di una trasformazione puntuale
si caratterizzano allora in modo semplice e suggestivo sulla V,5 di SeerEe
dando luogo alle curve quasi-asintotiche 1,2,3 di essa. Si veda: VIiLLA e
YVaoxa, Verieta quasi-asintotiche a piiv indici e curve caratteristiche di
una trasformazione puntuale, « Rend. Accademia Naz. Lincei », s. VIII,
vol. VIII, p. 470 (1950).

(3) Com’2 notissimo, dicesi S(r) osculatore ad una varieta V; in un suo
punto P lo spazio lineare di dimensione minima che contiene il punto P ed
i punti derivati fino a quelli di ordine . Ricordo anche la definizione delle



196 MARIO VILLA

Casi banali di yp,q,» sono offerti dalle curve di V,, in ogni punto
delle quali 1’ S(p) osculatore a V, e 1 S(g) osculatore a V,, hanno
uno spazio congiungente di dimensione minore dell’ordinario ().
Casi banali di yp,q,» sono pure costituiti dalle curve quasi-asinto-
tiche yp,» di V,, situate su V,,, e dalle curve quasi-asintotiche v, »
di V,,.

Ora, il SABAN arriva alla conclusione che le uniche quasi-asinto-
tiche yp, ¢, » sono quelle banali suddette! A p. 437 dell’ ultimo lavoro ci-

tato egli afferma «Lo spazio S%1(0,) ha, con lo spazio congiungente S%(c o
ed S kq(pq), una intersezione di dimensione maggiore a quella solita.

Cioe Sk7(p,) ha con Skp(p,,) o con Skq(pq) oppure con ambedue questi
spazi, una intersezione di dimensione superiore a quella che co-
munemente le compete ». Cid non & ovviamente: Skv(,c,) pud benis-
simo avere con lo spazio congiungente SEp(o,) ed Skq(pq) un'inter-
sezione di dimensione maggiore a quella ordinaria pur avendo
singolarmente con S¥p(p,) e con S¥i(p,) un’intersezione di dimen-
sione perfettamente ordinaria! Da quella argomentazione errata
il SABAN trae appunto la conclusiome che le uniche guasi-asinto-
tiche a tre indici sono costituite dagli anzidetti casi banali! B tutto
quanto si & ora detto per le curve quasi-asintotiche a tre indici,
vale immutato per le curve e varietd quasi-asintotiche a piu di
tre indieci, rifacendo il SABAN anche per queste le stesse argomen-
tazioni (°).

L’ ultimo dei lavori citati del SABAN, viziato cosl alla base, cade
per intero, in quanto I’Autore viene a limitare le sue considera-
zioni ai casi banali di curve (e varietd) quasi-asintotiche a piu in-
dici. E per lo stesso motivo perde interesse la terza delle Note
citate del SaBaw.

E voglio pur notare che nei lavori miei e di altri si & insistito
sull’ esistenza di quasi-asintotiche non banali e si sono dati esempi
al riguardo (8).

curve e varietd quasi-asintotiche ordinarie (cio® a due indici): una varietd
Vm, situata su una varietd Vi(k > m), & quasi-asintotica oy,s per V; quando
I’ S(r) osculatore a V; in un punto generico di V,, e I'S(s) ivi osculatore
a V,, hanno uno spazio congiungente di dimensione minore del massimo
corrispondente ai valori assegnati di k, m, r, s.

(*) Queste curve costituiscono una striscia quasi-asintotica (ViLLa, Sulle
trasformaziont puntuale degeneri, « Mem. Accademia Scienze Bologna »,
s. IX, vol. IX, p. 19, 1942).

(®) Alle pp. 441, 442, 443 del quarto dei lavori citati.

(®) Si veda ViLLa e VAioNa, op. cit, p. 472 nota ("): ViLLa e VaoNa,
Aleune osservaziony sulle curve caratteristiche delle trasformazioni cremo-
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3. Nel n. 6 del primo dei lavori citati il SaBax afferma che

« le uniche varietis non regolari in ogni loro punto che mnon siano

- spazi lineari o contenute in essi (), sono le varietd luoghi di spazi

lineari ». Proposizione anche questa erronea. Essa non vale nep-
pure per le superficie (°) e le conseguenze tratte dal SaBAN sono
pure erronee.

Nel n. 12 del secondo dei laveri citati il Saax afferma « se
tutte le curve di una V, (giacente su una V,) sono quasi-asinto-
tiche y1,2 per V,, le v1, 2 riempiono almeno un S, subordinato della V',
o se no appartengono ad uno spazio lineare di dimensione mag-
giore (°) ». Proposizione anche questa erronea (!°) dalla quale il
SABAN deduce altre due proposizioni (!!), pure erronee. contrad-
dette dai risultati del n. 4 della Nota del dott. MURACCHINT che
appare in questo stesso fascicolo.

niane, questo « Bollettino », s. 1IL, vol. V, p. 101 (1950). A p. 106 di que-
st’ultimo lavoro sono indicati esempi di curve quasi-asintotiche y; 5 4 non
banali (immagini sulla V% di SEGRE delle curve caratteristiche di certe tra-
sformazioni cubiche).

Del resto altri esempi di curve 11, 9,3 1ON banali si costruiscono subito.
Ogni V, di una V, situata sopra una V; dell’'S; ¢, in gemerale. v, ;5 3 per
(Vy, V3) non banale. E ancora: su una V, situata sopra una T, dell’S,
esistono tre sistemi co! di vy 5 5, in generale, non banali. Se la V, & quella
di SEGRE i tre sistemi di Y4 5 3 rappresentano i tre sistemi di curve
caratteristiche della trasformazione puntuale rappresentata dalla V,.

() E da ritenere che 1’A. intenda dire: contenute in spazi lineari di
dimensione safficientemente bassa.

(8) Per le superficie ad S(2) osculatore non regolare in un punto gene-
rico, cio® soddisfacenti ad un’equazione di LAPLACE, si veda ad es.: Fr-

BINI e éECH, Geomelria proietiiva-differenziale, Bologna, Zanichelli. vol. I1.
p. 736 (1927).

(¥} I’ A. intende dire: spazio lineare appartenente a V,,.

(*9) I1 SaBax crede di poter dedurre la proposizione dal seguente mio
risultato: Se ogni B, di wna V;, & E, divy,,, }a V, ¢ un S, (ViLLA. Ricerche
sulle curve gnasi-asintotiche, Nota I. « Rend. Accademia Naz. Lincei»,s. V1.
vol. XXVIII, p. 251 (1938)). Ma le curve in questione sono y,, , per la V,,
e non per la V, e I’applicazione di tale mio risultato non & quindi lecita.

(*1) Le due proposizioni sono le seguenti:

« Tutte e sole le varietd quasi-asintotiche o,,, di specic massima e di
dimensione h(h < m) di una varietd generica V,, sono contenute mnegli
spazi lineari Sp(h <k < m) di questa ».

« Se una varietd V, & priva di spazi lineari subordinati di dimensione
> h, mancano su questa varietd le varietd quasi-asintotiche o,,, di specie
massima e di dimensione superiore ad % ».

Per particolari V., la prima proposizione pud sussistere. Cosi avviene
per la Grassmanniana delle rette. Si veda: G. VaonNa, Curve e superficie
quasi-asintotiche della varietd di Grassmann che rappresenta le rette di
uno spazio hineare, questo « Bollettino », s. 111, vol. IV, p. 395 (1949).



