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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Applicazione della funzione gamma incompleta allo studio
della somma di vettori casumali (*).

Nota di FranceEsco G. TricoMmri (a Pasadena, Calif.).

Sunto. - Con P ausilio della funzione gamma incompleta si determina una
espressione asintotica. valida per grande valori di n, della funzione di
ripartizione proba?n‘listica del modulo r della somma di n vetiori uni-
tari direttt a caso, in uno spazio ad wn numero qualsiasi p di dimen-
sioni. Dal risultato ottenuto si deduce in particolare che il valor medio v
di r € tale che

D(p/2 +1/2)1 /2n [1 r
M2 Vop ip+2m

=

On—)|.

1. In uno spazio euclideo a p =2 dimensioni si considerino »
vettori di determinati moduli @,. @,, ..., @, ma di direzioni (e versi)
del tutto casuali. Qual’® il valore piit probabile del modulo r della
loro somma? Meglio ancora, qual’ & I’ espressione della relativa fun-
zione di ripartizione P, (r), ciod della funzione tale che P,(r,) esprima
la probabilita che sia <7r,?

Questo problema — che si presenta in svariate gquestioni di fi-
sica matematica, di biologia, ecc. — pud, in certo qual modo, con-
siderarsi risolto dalla formula di KLuvYvEeER (}) che fornisce P, (r)

{!) Ricerca eseguita nell’ambito del « Bateman Manuscript Project », fi-
nanziato dall’ Office of Naval Research degli U.S. A.

() Vedi G. N. Warson, Bessel Functions, (204 Ed., Cambridge, New
York, 1944) pag. 421.
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sotto forma di un integrale improprio operante su funzioni di,
BesseL:

o0

: r 1)]r=12r—Dy v [ i :
0 Pum==0 Ta}].a o a / t=n=nf, , ort) [T Jo(a,t)at,
1P e by m=1

(v:g—l).

o

In ispecie, nel particolarmente importante caso dei vettori wumni-
tart, cioe nel caso

si ha

3

(2) Pn(f) = [[(v + 1)]r—22m—Dyyv+1 / ==y J, (L] dt.
0

D’ altro lato, la precedente « distribuzione » potrebbe anche met-
tersi agevolmente in connessione con la somma di piu variabili
casuali di probabilita costanti, la cui densitd di probabilitd deter-
minai esplicitamente io stesso parecchi anni or sono (3).

Tuttavia quel che pit importa praticamente non & tanto di ot-
tenere 1’ espressione rigorosa — per necessita di cose alquanto com-
plicata — di P,(r), bensi di ottenere una possibilmente semplice
espressione " asintotica di tale funzione, valida per grandi valori
di n. Lia cosa & effettivamente possibile. Precisamente Warsox
nell’op. cit. ricava, un po’ alla buona, dalla (2) I’espressione asin-
totica

. 1 rip\p/2 p_p ) rip
(3) P,I(T)NWIT,<%) J’K(g, 5+ 1; —-27>

dove il segno co significa che il rapporto fra il primo e il secondo
membro tende ad 1 per n -— oo ed F, & il simbolo della funzione
ipergeometrica confluente

a(a + 1) a?

. e o) — @ na+ J)x
3) Filas c; cc)_1+C de=1) g7+ -

x
’1—! -+
che io ora uso indicare invece con ®(a, c¢; x).

(3) F. Tricomi, Ueber die Summe mehrerer zufilliger Verdnderlichen mat
konstanten Verteilungsgesetzen. « Jahresber. Deutsch. Math. Vereinigung »,
42 (1932) 174-179. 11 risultato trovasi gia. in altra, molto meno esplicita
forma, in LAPLACE.

Recentemente 'W. R. BENNET, « Quart. Applied Math. » 5 (1948), 385-393,
ha determinata esplicitamente la frasformata di Hankel (4’ ordine zero)
della funzione 1 — P,(r) nel caso p =2, deducendo da essa uno sviluppo
in serie di funzione di BmsseL di P,(r) che da buoni risultati numerici.
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Nella presente Nota — che & sorta dall’osservazione che la fun-
zione confluente che figura nella (3) non & altro che la funzione
gamma incompleta — mi propongo di legittimar meglio la (3), di

“migliorarla (aggiungendovi un secondo termine) e, nel tempo stesso,
di semplificarla facendo tesoro dell’osservazione precedente.

2. Come primo passo trasformiamo leggermente la (2) ponendo
in essa { = "\/-r/'n, e sostitnendo (come riesce tante volte utile!) al-
I’usuale funzione di BesseEL J,(x) la corrispondente funzione uni-
forme
- 1 x a?

— /3] (¢ — — —
Bx) = 2 RI8V @) = fo 51y~ 11T + 9+ 21T +3) —

si ottiene cosi

(e

(4) P, (r)=[C( + 1)]"—’(;;)”' [ T By ([ ) Byfr m)] dr.

o

Cid posto osserviamo che dette a,, a;,.. delle costanti dipen-
denti solo da v, di cui la prima ha 1’espressione
(5) ay = — [2(v + 1)*(v + 2)]—,
si ha )
T/n
Tl 7k (x/n)*
(v + 1) E(t/n)e’™ " = [1 +oit B+ v prd

Tn (t/n)* T\? 7\3
Xkl+v+1+2(v +1),+...J:1+a2(;&)+a3(7—?’)+....

Conseguentemente potremo serivere che

T T\

[Byx/n)]" =[O + 1)]‘"6—7}1 [1 + a,(;&>2+ a3<;&)3+,...r=

T
e 2 3
= [T + 1)]~"e VH‘l + %(")(:_o) + ag‘"’(;&) -+ }

avendo indicati con a,™ dei coefficienti determinati, nel caso di
una generale serie di potenze, dalle formule (*)

k—1
(6) @, = @, 4™ = 2 (k — h)a,—_,a,"=", (k=1,2,3...)
h=0

ElIRS

(Y) In questi ultimi tempi mi sono ripetutamente servito, con molto gio-
vamento, dei coefficienti della potenza di una serie di potenze in questioni
asintotiche. I} collega ERDELYI mi ha fatto recentemente notare come tali
coefficienti siano stati gia usati fin dal 1917 da O. PErRrON, (< Munch.
Sitzungsber. », 1917, pagg. 191-219) in questioni del genere, ma poi sono
caduti in dimenticanza.
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e, nel nostro speciale caso in cui & a, =1, @, =0, dalle formule
p 1

ao(n) e 1’ a/l(n) e O, a, n) =na,, as(n) —na,, a[”’ =na, + 5 n(n — 1)(1,’, e

La cosa qui piit interessante & che queste ultime formule, uni-
tamente alla relazione ricorrente (6), mostrano come per k=3
sia @, = O(n*—?). Potra pertanto scriversi che

- = 1

[Bx[n)]" = [[(v + 1)]7"e v+1‘:1 -+ (:Tz T oy A{:}],
avendo indicato con A(r) una funzione (intera) di =, dipendente si
anche da » (nonché da v), ma certo limitata per n — oco. B sosti-
tuendo nella (4) si avra

T

rt/n)r+t oo",, o ay , 1
P (r)= (1:(_\'1:)—1)[3 +1, v+x(TZT/n)(1 -+ —1':— T A(T)]d‘:.
0

Meglio ancora, servendosi del noto simbolo della trasformazione
di LAPLACE:

L[ F(x)] —E—/ e—stF(t)dx
0
e ponendo momentaneamente 1/(v + 1) = s, potremo scrivere che

__ ()T

(7) P, r)= o+ 1) ! 2s[7v By 1(1%x(n)] + 538[:"+'2Ev;1(1"7,’n)] + O(®?) %

considerato che la funzione E, i(r*t/n) resta limitata non solo per
n — oo ma anche per r — oo,

3. Le due trasformate di LaPLACE che figurano nella (7) pos-
sono calcolarsi esplicitamente per mezzo della formula

Ls[tP—1E,_kt)] = -?—% s—Btb(@, w: — g) s (R8> 0)

che non & altro se non la formula (2) (di HaxkEeL), a p. 393 di
‘WarsoN (op. cit.), posta in una veste pit semplice. Precisamente
servendosi anche della fondamentale relazione di KuMMER:

d(a, ¢c; x) =e”Plc—a, ¢c: — x)

nounché della formula
(1, o+ 1; x) =xe"x—2y(x, x)

che riconduce la funzione ® con a =1 alla funzione gamma in-
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completa :
&X
e, @) = [ e~rto2dt, (B > 0),
o
0

e tenendo conto del valore di s, si ha

T + 1) )+ 1
Lftv By o(rPc/n)] = o ¥ 2) v + 1)V+1¢<v +1,v+2; — " r?> =
2\ —y—1 N
= (_7") ’ ~{<v + 1, v+ 1 T’)
n "
re—+3 v+1
L[ *+2 By pa(rit/n)] = f(—,“_*j’; (v +1)"*q‘1’<" + 3,y +2 —— 7"2) =
v+l v 1
= +2)v+ 1p+3e " <b(— 1, v+ 2; oy r’) =
y+1
— —rt v+ 172
— D v+3 " —_—
= b2y - 1e (1 v+2%>‘

Sostituendo mella (7), scrivendo p/2 — 1 in luogo di v, tenendo
conto della (b) e ponendo per brevita

v+1 . pr®
(8) _" T—_%_a}

si giunge alla ben semplice formula definitiva

©) ,l F(g))Pn(T) = ‘{(g, 96) - % e*”wP/Q(% - p—:o_—2> + 0(n™?) l

Fra 1’ altro la (9) mostra che, cosl come dev’essere, P,(r) tende
ad 1 per r — oo. Inoltre essa mostra che la meno precisa formula (3)
di WarsoN & corretta purché sia x = o(n), ciod r — o(n).

Notiamo ancora che, essendo p nn intero, la funzione y(p/2, x)
pud ricondursi all’ esponenzialintegrale o all’integrale degli errori
secondo che p & pari o dispari ().

4. La (9) permette pure di determinare subito uno degli elementi
statisticamente pil interessanti della nostra « distribuzione », cioé
il valor medio r di r, definito della formula

_ [ aP, -
r :‘[ rg dr = f [1 — P,(r)ldr.
0 0

(®) Cfr. p. es. F. G. Tricom1, Sulla funzione gamma incompleta, (« An-
nali Matem. Pura Appl >, (4), 31 (1950).
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Invero dalla (9) segue che
P - " P p 1 1 x _ 2nw
v®)r=[Hr(E) ol o) - aemrarale —53) w0l fal)57) =
9
1 2n P 1 Fooet
f { )—Y<2, w”dx + 2nfe—”x $de — ———
0

o<

p+l

/ A O(n—’)§-

0

0

Ma, da una nota formula sulla trasformata di LAPLAcCE della
funzione gamma incompleta si deduce in particolare (per s — 0) che

oo

[ 1[0 — v(o, 1t =
6

'ml -

Dle +8), (A= 0, Hx+p)>0),
dungque, ponendo $ =&1/2, si ha

F(p>;—% 2:%91“(10_2*-? 2nr<p;—1) 'n(p1+2) (P‘2*’3)+0(n_7)2

da cui, con brevi calcoli, segue che

10) - _Tp2+12) 2%[

TR ip+ 2) 0(’”—’)}'

In particolare nello spazio ordinario (p — 3) si ha

(10') r=2| gg [1 + %& + om—z)l =
= 0,921 Vn [1 + 2‘(1)% + 0(%”’)}.

Questa formula & servita al mio collega M. DELBRICK per spie-
gare come certe uova di animali marini (che, nella fecondazione.
fissano esteriormente un gran numero di spermatozoi, ciascuno
arrecante un certo spin) si vedono spesso girare nel campo del
microscopio.

Per p =2 i precedenti risultati sono in pieno accordo coi dati
numerici contenuti nel cit. lavoro del BENNET.



