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Sistemi indeterminati iinpossibili.

Nota di G-iTJSEPPE PALAMÀ (a Lecce).

Suiito. - Si dimostra V impossibilité in numeri reali concordi di sistemi
indeterminati del tipo

xt
k - h ... -*- xn

k — y{
1 -f- ... - h yn

ki {h — m, w + 1 , . . . , m -f- n — 1).

Recentemente B. SEGBE (V) e L- GATTESCHÏ e L. A. ROSATI (5)
hanno dimostrato che il sistema

xx
h -+- xt

h = yx
h -h y%

h = zf H- z2\ (k = 2, 3),

è impossibile rispettivamente in numeri razionali ed in numeri
reali, se non si%tien conto delle soluzioni banali.

In pin gli ultimi Autori hanno provato che il sistema

(1) je,* •+• os> = yf •+-1/,*, [k = 2, 3».

escluse Ie soluzioni banali. è impossibile nel campo renie.
Ora noi qui consideriamo sistemi del tipo

(2) xx
h -+- ... -t- xn

K = yx
k 4-... -f- 2/„*, (fc^r-wi. i«-»- 1,..., «« -»-« — 1),

e dimostriamo che, per alcuni valori di m ed «, essi sono impos-
sibili, per valori reali concordi delle incognite, se si prescindp
dalle soluzioni banali. È da notarsi la semplicità delle dimostra-
zioni dei risultati qui ottenuti.

1. Per w = 2, n ==. 2? (2) si riduce ad (1).
Se

fosse una soluzione di (1) con a t, &t reali e di segni uguali, che
senza ledere la generalità potrebbero ritenersi positivi, perche se
a,, &w fossero tutti negativi basterebbe cambiarli di segno, potreb-
bero tali at, 6t, considerarsi radici rispettivamente delle due equa-
zioni

(') Cfr. B. SEGRE, Alcune quesüom diofantee, « Boll. deir ünioiie Mat.
Ital. ». Serie III , Anno V, (1950), n. 1, (pp. 33-43.

(-) Cfr. L. G-ATTESCHI e L. A. ROSATI, Risposta ad una questions pro.
posta da A. Moessner, Idem, pp. 43-48.
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Posto

Sk = a,* -+- a2\ Tk = b* -+-' V

dalle formule di G-IRABD-NEWTON

Sl-*-Ax = 0, &2 -+- iS,^! -+- 2^2 = 0, S3 H- S , ^ + 8XA% == 0,

si avrebbe

ed analogamente

Ma per ipotesi doTrebbe essere

quindi

Ora si noti che, per il teor. di BASTIEN (3), non potrebbe essere
J S 1 = T 1 ; pertanto si potrebbe supporre, dovendo essere uno dei
due Tn Sx maggiore dell'altro

e quindi

Se ora si moltiplicassero membro a membro (3) e (5) e sottrae<
simo poi la (4), avremmo

e questa è impossibile, perché nelle ipotesi fatte 1' espression ' t*a
parentesi è > 0,

2. Procedendo nello stesso modo, con analogo simbolismo, si
avrebbbe che, affinchè i sistemi

xx
k -f- xt

k -H xz
h = yx

K •+- yt
k -+• y3

h, {k — 2} 3, 4) ;
xx

k -h ... -4- x4
h = y* -+- ... -+- y4

h, (k = 2, ..., 5) ;
x* -f- ... -+- x* — y* H- ... •+- j / j* , (fc = 2 , . . . , fi|:

(3) Cfr. BASTIEN, Sphinx-Oedipe, (1913), p. 131. Taie teor. si enuneia rosi:
II sistema
(I) xjt -+•... + xp

k == yL
k ~h... -+- yp

k, (fc = 1, 2,.. . , n),

wow awmeüe soZwe. intere non banali per p < n.
Anzi, più in generale (I), per p < n, ë impossibile, se non con solu&ioni

banah, nel campo reale.
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fossero possibili, dovrebbe aversi identièamente e rispettivamente

(6) - i

(7) 5! (A< - -

(8)

che non sono soddisfatte, se at, 6, sono reali concordi. Quindi i si*
stemt (2) pet* m = 2 ed n = 2, 3, 4, 5, sono impossibili, con solu-
zioni non banal% per vaïori reali e concordi delle incognite.

3. Per induzione si stabilisée subito la corrispondente proposi-
zione generale.

Infatti, poichè la relazione analoga alle (6), (7), (8), per il caso
generale di n qualsiasi, corne si induce appunto dalle (6), (7), (8}?

è la seguente

(n -*-1) ! \AU - ~ An^h -+- i j A^h* - ... ± (-^^yj h«] = 0,

si ha che il sistema (2) per m = 2, n qualsiasi, è impossibile, se
non con soluzioni banali, per valori reali e concordi delle incognite.

4r. Consideriamo ora in (2) il caso m = 3.
Se a,, bt1 (i=l, 2), fosse una soluzione in numeri reali con-

cordi e positivi di
(9) x,k -4- xt

k = y* -f- 2//, (A = 3, 4),

con analoghe posizioni del n. 1 si avrebbe intanto, essendo ora

Sk=Tk, (k = 3< 4l

(10) 2£3 - SS.S, + Sf = 0? 28t - 3 ï \T 2 ^ T,2 = 0,

sottraendole

Si noti poi che non potrebbe essere St = T1, perché, se cosi
fosse, essendo

dovremmo avere anche

a^ -+- at
fe -+- (— b ƒ -h I- = V -h 62^ H- (— a,)fc -f- (— a, ) \

(fc = l, 2, 3, 4),

e -* ^ è assurdo per il te IEN. D'altra parte non si po-
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trebbe avere &2 = J*2J perché allora si contraddirebbe al teor. sta-
bilito al n. 1.

Pertanto supposto al solito Tl > Sj e posto

(12) 21! = S, -+-fc,

(13) Tt = 8t-hk,

si avrebbe che la (11), a mezzo delle (12), (13) potrebbe scriversi

(14) 3(Sfl -+- h)k -+- 3(&2 — S,2)* — (35, -f- h)h* = 0.

Ma d' altronde si avrebbe

S4 H~ AX83 •+- A2S2 = 0. T4 -+• . ^ T , -f- BtTt = 0

éd esse, per Ie (9), (12) e (13), darebbero

(15) (2£3 — 2S1S2 - Sth)h — (iS,s - 2St •+- 2S,/i -+- fc2)fc -+- fc2 i= 0 ;

quindi elimiuando A; f ra Ie (14} e (15) si trarrebbe, a semplifica-
zioni effettuate e non opportune trasformazioni

^ ^ — 2h* = 0,

nelle ipotesi fatte è assurda, perche tutti i termini del 1° membro
sono negativi.

Pertanto il sistema (9) è impossibile in numeri reali concordi, se
non si considerano Ie soluzioni banali.

5. In particolare dai risultati dei numeri precedenti si trae che
il sisiema (2) per m = 2; n qualsiasi e per m = 3. n == 2 è impos-
sibile in numeri interi e positivi^ se si prescinde dalle solîizioni
banali.

6. Infine gli stessi risultati ei portano a congetttirarè che il si-
stema (2). per m ed n quaïstast. non ammette soluzioni, se non ba-
nali, nel campo det numeri reali e concordi ed in particolare iw
quello degli interi positivi.

D' altra parte (2), per m ~ 1 ed n qualsiasi, è impossibile per il
teor. di BASTIEK, se non con soluzioni banali, nel campo reale.

7. Se i sistemi di cui ei siamo occupati sono impossibili nel
campo dei numeri reali concordi, non altrettanto invece si puö dire
dei seguenti

(16) as,* -+-... -*- ack„+1 = yx
K -+-... -+- yk

n^, (k=m, «*+ 1,..., w-t-w -1),

in cui in ogni membro vi sono n -+- 1 termini inveçe degli n di
oiascun membro della (2).
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Difatti del sistema (16) per m ;= 2, n — 2, si conoscono varie so-
luzioni parametriche (4), e se ne ha una in numeri reali, per
m = 2, n = 3, perché si ha irïenticaniente

(5\/6 -f- 15)*-*- (\ 6 -*- 20)* -4- (V6 -+- 10)fe H- ( - 3V6 •+• 5)* =

= (5V6 H- 10)* -H3V 6 -h 20)k -+• (— V6 •+- b)k -*- ( - V§ -h 15)*,

per fc — 2, 3, 4.


