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Applicazione di un noto criterio generale di compattezza
allo spazio lagrangiano delle funzioni continue.

Nota di FERNANDO BErRTOLINI (2 Roma).

Sunto. - St demostra il teorema di ASCOLI~ARZELA facendo uso di un wnoto
criterio generale di compatezza.

B di fondamentale importanza nel calcolo delle variazioni il
concetto di compatiezza, in quanto ogni criterio di compattezza ha
attinenza con teoremi di esistenza per problemi di estremo. Adot-
tando una definizione del prof. M. PicoNe ('), diremo che un in-
sieme X di punti (di uno spazio topologico S) & compatio, quando
ogni successione | Xx |x=1,2,... di insiemi contenuti in X ammette (al-
meno) un elemento di compattezza x; cid significa che, fissato ad
arbitrio un intorno I del punto x, per infiniti valori dell’indice &
Vinsieme X, e Y inftorno I hanno punti comuni.

B noto che, in particolari spazi, la compattezza si riconduce ad
un’ altra proprietd, notevolmente semplice da un punto di vista in-
tuitivo: la iperlimitatezza (?). In uno spazio metrico, un insieme X
si dice iperlimitato quando, fissato ad arbitrio un numero ¢ >0, &
sempre possibile decomporre X mnella somma di un numero finito
d’'insiemi, ognuno di diametro minore di ¢; in altre parole, per
ogni ¢ > 0 esiste in X un insieme finito (°) da cui ogni punto di X
dista meno di e.

E precisamente:

1. In uno spazio metrico completo, ogni insieme iperlimitato &
compatto. - Sia | Xp |x=1,2,.. una successione di insiemi, contenuti
nell’insieme X iperlimitato. Divido Xin n, parti aventi diametro mi-

() M. Picoxg, Due conferenze sui fondamenti del calcolo delle varia-
zioni, tenute nei giorni 6 ed 8 maggio 1950 al Seminario Matematico del-
I Universita di Napoli.

(*) Secondo la nomenclatura proposta dal prof. M. PICONE; altri dice fo-
tale limitatezza.

() Composto ciod di un numero finito di punti; parlando di insiemi
finiti, intenderd sempre che siano insiemi ordinati.
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nore di 1: ve n’s una almeno, 4,, avente punti comuni con X, per in-
finiti valori di k; e se |k ls=1,2,.. & la successione (crescente) di
numeri naturali per cui 4,-Xk, =0, pongo A4, Xy, =X3,;. G in-
siemi della successione | Xi,xlx-1,3, ... son contenuti nell’insieme 4,,
che ha diametro minore di 1 ed & iperlimitato: divido A4, in n,
parti aventi diametro minore di 1/2, fra le quali ve n’® una al-
meno, A,, avente punti comuni eon Xj, r per infiniti valori di k;
e se | k, li=1,2, .. & la successione (crescente) di numeri naturali per
cui 4,-Xy,% 30, pongo 4,-Xy,5 = Xa,,.

Questa costruzione sia iterata; in generale, gli insiemi della
successione | Xp xix—1,2 .. son tutti contenuti nell’insieme A di
diametro minore di 1/h, avendosi An > Any1 © Xn, ki > Xni1,i, per
una certa successione crescente di numeri naturali | &, {i=1,2,.. () e
per =1, 2,... Counsidero la successione | Y, in=1,3,.., avendo

no
posto Y, =:.;.‘. Xh,n; il diametro di Y, & minore di 1/n, ed Y,,>Y,,,
=n
(=1, 2,..); in forza del criterio di convergenza di CaAucHY (lo
spazio ambiente & completo) v’® un punto x tale che Y, & conte-
nuto nell’intorno di x di raggio 1/n; quindi gli insiemi X3 5 son
contenuti nell’intorno di = di raggio 1/n, per h—=mn,n + 1,..; ma
v’® una successione | X3’ ip=1,2,... subordinata alla | Xk ix=1,9, ..., tale
che X3 > Xn,n, per h=1, 2,.... Conchiudo che x & un elemento
di compattezza per la successione | Xy lx-1,2,.., € il teorema & di-
mostrato.

I1 teorema I pud esser subito invertito, facendo uso del postulato
di ZERMELO; altrimenti supporremo che 1’insieme in questione sia
separabile. Possiamo in compenso rinunciare all’ipotesi della com-
pletezza dello spazio.

II. In wuno spazio metrico, ogni insieme compatio e separabile &
iperlimitato. — Sia X 1 insieme in questione, e la successione di punti
| K ik=1,2,... la sna base.

Se X mon & iperlimitato, allora v’® un certo valore positivo ¢
tale che qualunque insieme finito di punti contenuto in X si lascia
qualche punto di X a distanza maggiore di 3c. Necessariamente v’@
qualche punto della base che dista da x, per pih di ¢ e sia axy, il
primo; del pari, v’& qualche punto della base che dista da entrambi
x, e x, per piu di ¢, e sia xx, il primo; proseguendo, ottengo una
successione di punti di X mutuamente distanti pit di ¢, e certo
priva di elementi di compattezza, contro 1’ipotesi.

Queste dimostrazioni riproducono sostanzialmente quelle di Hau-

(*) Lia successione | k. |, = 1, 2,... ovviamente dipende da h.
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SDORFF, (Mengenlehre, p. 108), con le modifiche dovute alla diversa
definizione di compattezza.

Poiche negli spazi metrici pilt notevoli abbiamo sia la comple-
tezza dell’ ambiente sia la separabilith di ogni insieme chiuso, pos-
siamo dire che in questi spazi la compattezza si identifica con
I’ iperlimitatezza. Ma -spesso & molto pilt semplice dimostrare la
iperlimitatezza di un insieme, che non (direttamente) la sua com-
pattezza: & percid conveniente, nella esposizione di un corso di
calcolo delle variazioni, far uso dei teorr. I e II come di un cri-
terio generale di compattezza. '

A titolo d’esempio dimostro il teorema di AscorLi-ARZELA.

IL. Ogni aggregato di funzioni equiuniformemente conlinue ed
equilimitate in un insieme timitato dello spazio euclideo S(r) & com-
patto mello spazio lagrangiano. - Chiamo X 1’aggregato in que-
stione, x(f) la generica funzione appartenente ad X, T il comune
insieme di definizione (che posso supporre chiuso), B un intervallo
di 8,,, semiaperto a sinistra (°) e contenente T, L un numero per
cui | %(f) | < L in tutto Te per ogni x(f), 8(5) un modulo di continuita
comune a tutte le funzioni x(f).

Decompongo !’intervallo R in »” intervalli parziali ’semiaperti
a sinistra R, (¢=1, 2,.... »"), e Uintervallo (— L, + L) dell’ asse reale
in m intervalli parziali coi numeri a,= — L < a, < Ay << .. < W, =+ L,

g . 3 . E ’
con la condizione che l’ampiezza di R, sia minore di 8(—) e quella

3
dell’intervallo (a,—,, a,) minore M ¢/3 (i =1, ..., »"; h=1,..., m) (%).

Considero la totalitd delle funzioni definite su tutto R le quali
in ogni R, sono costanti.ed eguali ad uno dei valori a,, a,,..., a,: in
tutto sono in numero &i N =n""*", e le chiamo f,(f), /x(t), .., fn(?) (7)
Ogni funzione wx(f) dista, nello spazio lagrangiano, da una di esse
per meno di ¢/3. Infaiti, se x(f) & definita in un punto di-R,, sia m;
P estremo inferiore, M, ) estremo superioie di x(f) in TR;, ap, il
pitt piccolo tra i numeri @, maggiori di m,: certo sardh — L <

) Pér intervallo semiaperto a sinistra dello spazio S, si intende un
insieme di punti (¢, ¢y, .., £,) definito da limitasioni del tipo a;<?;<<b,
i=12.,r).

(°) Posso prender gli intervalli R; tuttl eguali, e cosi gli intervalli
(@3—,, d;); inoltre i numeri n ed m possono esser i piu piccoli che soddi-
sfano le condizioni richieste; gli intervalli.B; possono esser ordinati « alla
Cauchy ».

(") Le funzioni f,(f) possono esser ordinate in questo modo: tra due
precede quella che, nel primo intervallo R, in cui son diverse, ha valore
minore dell’altra.
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<m, <M, <+ L, M, ~m,<¢[3, quindi | M, — ar,| <¢/3, |m,—an,|<¢/3,
e in tufto T. R, | an, — «(t), <¢/3; se invece T-R, & vuota, pongo
an, == a,. Per un certo indice s, ben determinato, si ha f,(f)==oan, per
teR,1=1, 2,..., »", e quindi
(1) [1(t) — (), <¢/3
in tutto 7. R.

Chiamando X, l’insieme delle funzioni di X verificanti la (1)

N
[s=1, 2,..., N], sara X=2 X,, diam X, < ¢: lo spazio lagrangiano
s=1

essendo completo, cid basta per la compattezzia dell’ aggregato. B
ovvia 1’estensione al caso delle funzioni vettoriali.
Viceversa:

IV. Ogni insieme iperlimitato (nello spazio lagrangiano) di fun-
zioni x(t), continue nell’ insieme chiuso e limitato T di Sy & for-
mato di funzioni equicontinue ed equilimitate. - Esistono, per ogni
e >0, certe funzioni in numero finito x,(f), z,(¢), ..., () apparte-
nenti all’insieme, tali che ad ogni «() ne corrisponde una x(f) per cui
| ac(t) — x(t) | <<e in tutto T. Ma se 3(s) @ un modulo di continuita
comune a x,(f), x,(t),..., x,(f), ed L un numero che le maggiori tutte
in modulo, avremo, per ogni x(f), | #(f) | < L + s in tutto T, mentre
dalla relazione ,# — §” | < 3(c) segue, per ogni x(f) e per un certo s,

| 2(t) — 2(t) | < |2 (t)—2t") | + | 2lt) — a(t) | + | 2") —2(t”) | < Be.

Giaccheé nello spazio lagrangiano ogni insieme chiuso e com-
patto & separabile e quindi ogni insieme compatto & iperlimitato,
il teorema IV basta ad invertire il feorema di ASCOLI-ARZELA.



