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Su una classe di polinomi interpolanti
costruiti cou punti fondamentali normalmente distribuiti.

Nota di LTIIGJ MERLÏ (a Firenze).

Sunto, - Si dimostra un teorema di convergensa uniforme, in tutto Vin-
tervaîlo — 1 < X < 1 , per una classe di polinomi interpolanti cosfruiti
con punti fondamentali normalmente distribuiti nel senso dî L. FEJÉR.

1. Siano a?/n), x%
{n), ..., #,/n>? w punti distinti dell'intervallo

— 1 ^ # < 1 e siano f(x^), f{x£n\..., f(xn
in% i valori assunti in

tali punti da una funzione f(x) definita nello stesso intervallo. In-
dichiamo con

(1) hln}(*) = ^J^fx-x^T) > (k = 1> ^ - , *>,

ö>n(a?) = c(x - x™yx — x2
ini)... (x — xn

in)), c 4= 0,

il polinomio di grado < n — 1 che nei punti | x^»0 i assume il va*
lore 1, mentre si annulla in xt

m, coi^ i
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II polinomio di interpolazione di LAGRANGE

è l'unico polinomio di grado <n—1 che negli n punti dati as-
sume i valori f(xx

{n% t(xtn% •*• > f(x
n

<n)) rispettivamente, mentre il
polinomio di interpolazione di HERMITE

(3)

(4)

(5) v

è l'unico polinomio di grado <2n — 1, che, nei punti dati, assume
i valori flse/"'), f(xt

ln)),..., f{xn
ln)) e la cui dçrivata si annulla nei

medesimi punti.
È noto (') che non è possibile una scelta di ascisse J xk

("} I per
Ie quali il polinomio Ln[f] converga, per n — oo, verso f(x) qua-
lunque sia f(x) continua, mentre, per 1' approssimazione • delle fun-
zioni continue con i polinomi di interpolazione di HERMITE, L.
FEJÉR (2) ha dimostrato che se i punti ; xk

{n) I, (ft = 1, 2,..., «), for-
mano un sistema di punti normalmente distribuiti, per i quali
risulti cioè verificata la condizione vk

l1t)(x) > p >̂ 0, 0 <: p <c 1,
(fc = 1, 2,..., n ; n— 1, 2,...}, — 1 ̂  x ^ i, si ha :

(6) lim Hn[t\

qualunque sia f(x) continua, la convergenza essendo uniforme per

Qualche anno fa G. GlRüNWAiiD (3) ha preso in considerazione
il polinomio

(7) G„[f] - S fWMx), {<),

(1) Cfr. anche per Ie notaziani, per esempio: L. M E R L I , Recenti risnltati
sulla convergenza dei polinomi di interpolazione di Lagrange e di Hermite,
« G-iorn. Ist . At tuar i », X I (1940), pagg. 107-118.

(2) Ii. PEJÉR, Lagrangesche Interpoïatton und die zugehorigen Konju-
gierten Punkte, « Mathematische Annalen », 106 (1932), pagg. 1-55.

(3) G. G-RÜNWALD, On the theory of interpolation, « Acta Mathematica »,
75 (1943), pagg. 219-245.

(4) Qualche volta, per brevità, ove non vi sia luogo ad equivoco, scri-
veremo l^x) in luogo di l^n)(x)*
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di grado < 2n — 2, ed ha dimostrato, sempre nell' ipotesi che le
xx

in\ xt
in\..., xn

m formino un sistema di punti nôrmalmente distri-
buai, che se f(x) è continua in — 1 < ] # < 1 , si ha

(8) lim an[f] = f{x), - 1< x < 1,

e la convergenza è uniforme in — 1 -»- ̂  ̂  a; <; 1 — X, X :> 0.
Un particolare sistema di punti normalmehte distribuiti è dato

dagli zeri del polinomio di TCHEBYCHEFF di prima specie

Tn(x) = cos n (arcos x), — 1 < x < 1,

e, per tali ascisse, nell' intento di dare un teorema di convergenza
uniforme in tutto V intervalle-— 1 < x <. 1, abbiamo provato recen-
temente che è

lim, S V1 - V A**cn))TO = V1 - «* rt^
tt—*-oo /C=r1

qualunque sia f(x) continua, per — ^ < x < ± (5).
Più in generale vogliamo provare in questa nota che se i punti

{ xh
{n) | sono nôrmalmente distribuiti, si ha

(9) lim f (l -.- «M**'1 0) W = (1 - ^2)/(*)»
« — - o o fc— 1

e ciô uniformente per — l ^ . x : ^ l > qualunque sia f(x) continua,
realizzando cosi un teorema di convergenza per una classe molto
generale di ascisse | xk

m ( (6), con polinomi di grado <C 2n — 2,
mentre con i polinomi di HERMITE la convergenza è realizzata con
polinomi di grado < 2n — 1.

2. Ci occorre, in primo luogo, provare che è

(10) lim S , < H ) ) = 0,' —1<£C<1.
n—»-oo fc=l

Tenuto conto che i puntL sono nôrmalmente distribuiti, cioè che

(5) L . M E R L I , Sulla approssimasione délie funstoni continue medtante
polinomi, « Rend. Ace. ̂ N"az* Lincei », V I I I , vol. 1, fasc. I I , (1946), pagg.
U75-1180.

(6) Basti r icordare che sono nôrmalmente distribuiti , per esempio, gli
zeri dei polinomi di IACOBI , I n (a, % x) i cui parametr i verifichino la con
dizione — l < a < 0 , — 1<{S<O. Cfr. L. TBJER, loc. cit. in (2).
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sarà
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O) "('T i n ) \

da cui segue subito

/ p — 1 1 —
< max ~ ; -

e quindi

È allora, tenuto conto di quest'ultima disuguaglîanza,

< 2 S | x - *41 Ï4«(x).

Ma è noto (7) che se i punti sono normalmente distribuiti si ha
n

lim S la; — xh \ lk\x) = 0, per — 1 < # < 1 > e la (10) è cosï pro-
«—^oo fc_=l

vata.
3. Sia ora f(x) una qualunque funzione continua in — K x < L l .

In virtù délia (6) sarà

lim S (1 — xk*)t{xk^)hk{x) = (1 - a?)/(x), - 1 < a? < 1,

per cui, tenuto conto délie (4) e (5), sarà ancbe

lim ï (1 -
n —* oo fc—1

lim

Essendo f(x) continua in — 1 < x < 1, è ivi | f(x) | < M, per cui

<

nia quest' ultima somma, in Tirtù délia (10), ha per limite lo zero
e ne segue la (9).

(7) G. G-RüNWALD, loc. cit. in (3), pag. 230.


