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Ulteriore generalizzazione‘ del determinante
di Cauchy-Vandermonde.

Nota di Lerrerio ToscaNo (a Messina).

Sunto. - Si calcola con facile e breve procedimento un determinante gid
considerato da var: autori, e che genmeralizea quello di CAUCHY-VAN-
DERMONDE.

1. In questa breve mota mi propongo di calcolare il determi-
nante D avente I, colonne formate con gli elementi
1, X,, X\4..., X;»!
per la prima, e dalle successive derivate

0, 1, 2X,, ..., (m — 1)X,"*
0,0, 2,.., (m— 1)m — 2)X,—3

per le altre; I, colonne formate con gli elementi
1, X,, X,2, ., Xm0

per la prima, e dalle successive derivate per le altre;...; I, co-
lonne formate con gli elementi

1, -Xn) anr sery Xnm_l

per la prima, e dalle successive derivate per le altfre.
Naturalmente deve essere

L+l+..+1,=m.
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Per I, =1, —=..=1, =1 si ha il determinante A(X,, X,, .., X}
di CAUCHY-VANDERMONDE, e pertanto D rappresenta una sua
generalizzazione.

Per I, =1l,—=..=1,=2 si ha un determinante considerato da
D. Busso (!), e il suo valore & dato da

AYX,, Xy, oy Xo).

Per |, =1l,=..=1,=v il determinante & stato calcolato a
meno di una costante da G. ANDREOLI (), con 1’ espressione

ANX,, Xyyony X

In generale il calcolo di D & stato eseguito prima da G. ERIK-
SONN (%), che non ebbe perd occasione di incontrarsi con i lavori
di BEsso e ANDREOLI, e poi da F. MarrUcc (*), che, non avendo
conoscenza del lavoro dell’ ErRiksoNN, ha pensato di estendere i
risultati dei due primi autori.

Qui ritorno al determinante D per dare un pil rapido proce-
dimento di calcolo.

2. Si consideri il determinante di CAUCHY-VANDERMONDE rela-
tivo agli elementi z,, x,, ..., «,,. B noto che

1 1 el
, Ly Xy
—_— 2 2 2 o
D, = =, X  ..x,, =

mlm-—l xzm—l . xmm-—l
= (¢, — ;)3 — @) ... (2

(@5 — 25) . (X — 5)

..........

() D. Besso, D¢ alcune proprieta dell’equazione differenziale lineare
omogenea del 20 ordine e di alcune equazioni algebriche, « Rend. R. Acca-
demia Nazionale dei Lincei», vol. XIV, 1882-83.

(?) G. ANDREOLI, Nuova generalizzazione di un teorema sui determi-
nanti di Cauchy, « Giornale di Matematiche », vol. 51, 1913.

(3) G. ERIESONN, Sur une extension du déterminant de Vandermonde,
« Arkiv for Matematik, Aptronomi och Fysik », Band 16, n. 13, 1922.

(4) . MarTucct, Ulteriore generalizzazione dv un teorema sui determi-
nanti di Cauchy- Vandermonde, « Annali del R. Istituto Superiore Navale »,
vol. III, 1984.
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Portiamo il fattore x, — 2, del secondo membro a divisore del
primo e procediamo al limite per x, — @,. Si presenta una espres-
sione indeterminata e col teorema di L’ HosPiTAL si trova che il
determinante D, in cui gli elementi della seconda colonna vengono
sostituiti dalle derivate prime di quelli della prima colonna, &
uguale a

(g —a)®. . oo oL (x,, — )

(xm - xm—l)‘
Si passa ora il fattore.(x; — x,)® del secondo membro a divisore
del primo e si proceda per x, — x,. Si ottiene come valore di D,
2! (x, — x,)% ... (x,, — ,)®

(x5 — 2) oo (2 — 2)

Dividendo ancora per (x, — «,)® e facendo x, — «,, ..., dividendo
per (x;, — x,)s—! e facendo x;, — x,, 8i trova che il determinante D,
in cui le prime I, colonne sono come ir D, ha il valore

2131 = Y! (wpr — o) e (g — 20

(201, +2 — Xp41) . (20, — 20,41)

Analogamente, facendo in modo che le suecessive I, colonne
di D, (dopo le prime l)) siano come in D, il determinante assume
il valore

2131 (L—D! @1 —ah oL (@, — )1
21 31..(l, —1)! @4ty41— T4t . . . (@, — X% 1)
@14 7,42 — Tlga1) - o - (B — That,+1)

(xm - mm—l)‘

Cosl procedendo, e facendo infine in modo che le ultime I,
colonne di D, siano come in D, il determinante assume il valore

2! 31 (l, — D! (og, 41 — @M o (2, — )
2! 3!.. (l, —_ 1) ! (xl‘_l_lg_‘_l — ﬁ}l‘+l)l2 .. (mm —_— xl‘_*_l)’e

21 81 (famy — D! @ppely bl — Bty D e @— @ g1,y 1)t
21 81.. (L. — D!,
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Poniamo ora
=2 =..=x, =X,

Tl =F 3= =x 4, =X,

LYy gl 1 = e = g1, = X
L <]

K=i111213'..(,—1ip1r213.(,— 1. 11213 (4, — 1)t
Si conclude che
D=K(X, — X,hb(X; — X )b ... (X, — X)luln
(X — Xy)ebs . (X, — Xyl

(Xn o Xu—l)l"_‘l"‘:
ciod
D= KX, — Xkl (&> j).
Per l,=1l,—..=1,=2 si ha K=1 e D=4A%X,, X,, .., X,)
Per l,=1,—=..=1,=v si ha '
K={1!21 3. (v—-1)!

D=1:1!2!3!..(v—1!{"a"X,, X,,.., X,)



