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Ulteriore generalizzazione del déterminante
di Cauchy-Yandermonde,

Nota di LETTERIO TOSCANO (a Messinaj.

Santo* - Si calcola con facile e breve procedimento un déterminante già-
considerato da vari autori, e che généralisa quello di CATJCHY-TÀN-
DEEMONDB.

1. In questa breve nota mi propongo di caleolare il détermi-
nante D avente lx colonne formate con gli elementi

-\ y y 2 y m—i

per la prima, e dalle successive derivate

0, 1, 2Z,,..., (m-l)Xr~*
0, 0, 2,..., (m — l)(m - 2)X1

m"8

per le altre; l% colonne formate con gli elementi

1 Y Y 2 Y m~1

per la prima, e dalle successive derivate per le altre ;... ; ln co»
lonne formate con gli elementi

I T T 2 T m—1

per la prima, e dalle successive derivate per le altre.
Naturalmente deve essere

lx -f- lt H- ... + ln = m.
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Per Z, = lt = ... = ln = 1 si ha il déterminante A(X,, Xt, ..., Xu)
di CATTCHY-YANDERMONDE, e pertanto D rappresenta una sua
generalizzazione.

Per Zj = lt = ... — Z„ = 2 si ha un déterminante considerato da
D. BESSO (*), e il suo valore è dato da

Per I1=zlï=z... = Zn = v il déterminante è stato calcolato a
meno di una costante da Gr. ANDBEOLJ (*), con 1' espressione

cAv'CZ^ Z , , . . . , Xn).

In generale il calcolo di D è stato eseguito prima da Gk E R I K -
so:or (3), che non ebbe perö occasione di incontrarsi con i lavori
di BESSO e ANDREOLII,- e poi da F. MARTUCCI (4), che, non avenda
eonoseenza del laToro dell' ERIKSOKK, ha pensato di éstendere i
risultati dei due primi autori.

Qui ritorno al déterminante B per dare un più rapido proce-
dimento di calcolo.

2. Si consideri il déterminante di ÖAUCHY-YAjN'DEitMON'DE rela-
tivo agli elementi x19 , ..., xm. È no to che

1 . . . 1

in—l «̂ m—l
x , Xt

(f) D. BBSSO, Df aZcwwe proprie^à deZZ'egtta^owe differen&iale Uneare
omogenea del 2° ordine e di ulcune eqnazioni algebriche, « Rend. R. Acca-
demia ISTazionale dei Lincei », vol. X I V , 1882-83.

(2) Gr. ANDRBOLIJ Nuova generalis&azione di un teorema sui determi'
nanti di Cauchy, « (Mornaie di Matematiche^, vol. 51', 1913.

(3) Gr. ERIKSONN, Sur une extension du déterminant de Vandermonde,
* Arkiv for Matematik, A^tronomi och F y s i k » , Band 16, n. 13, 1922.

(4) F . MARTUCCÏ, Ulterïore generalizzazione dt un teorema sui determi-
nanti di Cauchy-Vandermonde, « Annali del R. Istituto JSuperiore Navale »,
vol. I I I , 1984.
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Portiamo il fattore x% — xx del secondo membro a ^divifcore del
primo e procediamo al limite per xt^^xx. Si présenta, una espres-
sione indeterminata e col teorema di L 'HOSPITAL si irova che il
déterminante Dx in eui gli elementi délia seconda colonna vengono
sostituiti dalle derivate prime di quelli della prima colonna, è
uguale a

( Y ( j *
(xi — as,). . . (xm — x9)

(xm - xm-x).

Si passa ora il fattore-(#3—cc,)2 del secondo membro a divisore
del primo e si procéda per xz -^ xx. Si ottiene come valore di Z>,

2 ! (xA - x,Y ... (xm - xa)
3

Diridendo ancora per (as4 — cCj)3 e facendo x4 — icx,..., dividendo
per (o5zl — Xj)1*—x e facendo x\x —+xly si trova che il déterminante D1

i n cui Ie prime ll colonne sono come ir D, ha il valore

2 ! 3 !... (l, - i) ! (xz^i - ajl. ... (xm - *,)

K - a — Xb+i)... (x;n -XIX+

Analogamente, facendo in modo che le successive lt colonne
di Dl (dopo Ie prime Z,) siano come in D, il déterminante assume
il valore

2 ! 3 !... (ï, - 1) ! (**,+! - XJ> (xm- «JJ.

2 ! 3 !... (lt — 1 ) ! (xit+u+i - xi,+iy, . . . ( « „ - xiXi)**

Cosï procedendo, e facendo infine in modo che le ultime ï„
colonne di D, siano come in D, il déterminante assume il valore

2 ! 3 !... {h - 1) ! (*,1+1 - xji... (*. - xjh

2 ! 3 !... (lt - l) ! (xh+h+1 - 'xh+1)h ... (a,m - xh+1)h

3! . . . ( ^ - 1) ! ( a s ^ .

2! 8!...(ï. — 1H.
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Poniamo ora

= i l ! 2 ! 3 ! . . . ( Ï 1 - 1 ) ! | | 1 ! 2 ! S ! . . . ( Ï , — 1)! ! ... | 1 ! 2 ! 3 ! . . . (ln - 1)! |.

Si conclude che

«ioè

Per Zj = lt = ... = ln = 2 si ha K=l e D =
Per ly=lt = ... == ïn = v si ha

K=\ 1! 2 ! 3!. . . (v — 1)!.|»

D • = U ! 2 ! 3 !.. . (v - 1) ! | -A*(X X » X , , . . . , XM).


