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O m o t o p i a .

2a Conferenza di J. H. C. WHITEHEAD (a Oxford) (*).

Sunto. • La presente esposizione ha carattere riassuntivOy ed è corredata da
un'ampia bibliografia, posta alla fine. Dalle prime nozioni sul gruppo
fondamentale si passa come estensione ai vari gruppi omotopici e rela*
tivij di cui si considerano gli operatori e le successioni omotopiche. Sono
assegnati numerosi esempi illustrativi ed indicate applicazioni alla
teoria degli spam fibrati.

1* Omotopia ed omologîa. — La teoria dell'omologia sorge dal-
l ' idea di contoruo. Una varietà chiusa a k dimensioni in uno spazio
topologico è omologa a zero se è contorno di uno spazio subordinato
a k -t- 1 dimensioni. Cosï la curva c in figura è omologa a zero (*).

L' omotopia è la scienza délia deformazione. La curva c non
puö essere deformata in modo da ridursi a un pnnto sulla super-
ficie. Si puö invece deformarla in una curva rappresentabile me-
diante il simbolo algebrico a b a-1 b~\ Questo semplice esempio
indica quella ehe è forse la differenza più significativa fra Porno-
logia, almeno nelle sue forme più semplici, e l'omotopia. L'omologia
porta ad un'algebra commutativa; l'omotopia, invece, ad un'al-
gebra non commutativa.

2. Tipi omotopici. — La definizione précisa di omotopia è la
seguente. Siano X e Y'due spazi topologici. Due rappresentazioni

(*) Per la l a Conferenza, cfr. questo « Bollettino », (B), 5 (1950), 156-164.
Sull' argomento qui trattato, si potrà consultare con profitto la bibliografia
posta alla fine.

(*) Jja superficie rappresentata a sinistra si riduce a quella rappresen-
tata a des tra, quando la si ta gli lungo le curve a e &.
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/o, /*! : X - ^ Y (leggere: rappresentazioni fQ, f} di X su Y) si dicono
omotope se, e soltanto se, esiste una famiglia di rappresenta-
zioni ft[ X — X, definite per 0 <; £ <: 1 e continue nella variabile
composta (x,-t\ dove xsX.

Scriveremo f0 ¥2 f: per indicare che fQ è omotopa ad fx, e parle-
remo di ft come di una deformazione di f0 in flt

Qli spazi topologici X, Y si dicono dello stesso tipo omotopico
se, e soltanto se, esistono rappresentazioni f ; X—+ Y e g ; Y—+X tali
che <jf/̂ ? 1, fg«} 1, dove 1 indica la rappresentazione ideutica di X,
e cosï pure di Y, in sè. Assumeremo preferibilmente quest fultima
relazione, di essere cioè dello stesso tipo omotopico, come principio
fondamen tale per la classificazione degli spazi topologici, piut-
tosto che la relazione di equiyalenza topologica, che si defiuisce,
colle precedenti notazioni, mediante Ie gf=L9 fg=^i.

Si noti che spazi dello stesso tipo omotopico possono essere
assai divers! fra loro dal puxito di vista della topologia intuitiva.
Per esempio ogni spazio X, come p. es. uno spazio Euclideo ad n
dimensioni, in cui la rappresentazione identica di X in ëjb sia
omotopa alla rappresentazione di X su di un suo punto. è dello
stesso tipo omotopico che un solo puntö. Ciö nondimeno, per quanto
io sappia, fatta eccezione per Ta dimensione e certi altri invarianti
topologici, che si definiscono per mezzo della struttura locale, tutti
gli invarianti topologici noti sono pure invarianti del tipo omoto-
pico. Yale a dire sono gli stessi per due qualsiansi spazi del me-
desimo tipo omotopico.

3. Il gruppo fondamentale. — II presente aspetto della teoria
dell'omotopia ebbe inizio colla scoperta, dovuta a W. HUREWICZ

nel 1935, dei cosl detti gruppi di omotopia superiori. Prima di di-
scuterne, dirö qualcosa del gruppo fondamentale, o gruppo di POIN-

CARÊ, di uno spazio.
Per definire il gruppo fondamentale, ie, (X, xQ) di uno spazio X,

scegliamoin primo luogo un « punto-base » fisso x0 s X. Allora un ele-
mento di TC, (X, x0) è una classe di rappresentazioni f ; 2—*-X, dove I
indica 1' intervallo 0 <Ç t <<, 1, tale che /(O) — f(l) = x0. Due tali rap-
presentazioni, f0, fl} appartengono alla stessa classe se, e soltanto
se, esiste un'omotopia, fs ; I—X, tale che /s(0) ~ fs(l) = x0 ( O ^ s ^ 1).
Se ƒ, g sono rappresentazioni contenute negli elementi a, pd^^X, xQ),
allora ap è 1' elemento che contiene la rappresentazione, h, data da

J(2t) se " • l

h(t)= 1
\ — 1) se g

Si verifica facilmente ehe a^ dipende soltanto dagli elementi
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a, p, e non dalla scelta delle ƒ, g rappresentative di quelli. L'ele-
mento unitario del gruppo, che possiamo indicare con 1, è Fele-
mento contenente la rappresentazione costante J~*£e0. Se ƒ s a, dove a
è un elemento dato di ^(X, 050), allora a~l è l'elemento che con-
tiene la rappresentazione / ' , data da /'(£) = f(l — t). Si verifica fa-
cilmentö che ^(X, x0), cosï definito, è un gruppo.

Se X è, linearmente connesso, si puö agevolmente trovare un
isontorfismo fra 7r,(X, xQ) e ^(X, a )̂, per ogni coppia di punti
x0, xld X. Pertanto, se X è linearmente connesso, scriveremo
spesso TÏ^X) in luogo di v^X, x0).

Siano X e& Y spazi linearmente connessi, dello stesso tipo omo-
topico, e siano / ; X~- Ŷ  g : Y—X rappresentazioni tali che fg*> 1,
gfîû. 1. Allora la rappresentazione ƒ détermina un isomorfismo fra
ir^X, x0) e ̂ ,(T, y0), allorchè yo=f(xo). Pertanto due spazi dello stesso
tipo omotopicoj e quindi « a fortiori » due spazi omeomorfi, hanno
i gruppi fondamentali fra loro isomorfi.

La prima applicazione di questo gruppo, che risale a POINCARÊ,
è ancora fra le più interessanti. POINCARÊ aveva conchiusa una
delle sue grandi Memorie sull'Analysis situs con l'ipotesi che due
varietà ad n dimensioni sono omeomorfe se hanno le medesime
proprietà di omologia. In una successiva Memoria, egli dimoströ
che ciö non è vero, dando un esempio di varietà a 3 dimensioni
che, dal punto di vista delP omologia, non si puö distinguere da
una B-sfera, mentre il suo gruppo fondamentale è il gruppo ico-
saedrico raddoppiata, d'ordine 120. D'altra parte il gruppo fonda-
damentale di uha 3-sfera consiste nel solo elemento unità.

Desidero ora indicare una costruzione di spazi" diquella specie.
Taie costruzione non è quella data da PoiNqARÉ, che è stata la
prima applicazione del cosidetto diagramma di HEEGAARD^ ma
è quella invece che, fu data più tardi da DEHN. Consideriamo
una curva allacciata, k, nello spazio Euclideo a 3 dimensioni, al
quale sia stato aggiunto un punto alF infinito, in modo da farlo
diventare una 3-sfera JS3. Racchiudiamo &, che si potrà supporre

tanto « liscia » qttanto si vûole, in
un fubo T3 sottile, quindi aspor-
tiamo T3 da Sz.

Ciö che rimane è una varietà
a H dimensioni dotata di con-
torno, Mz, serratura di S3 — T3,
la cui trontiera è il toro T *, con-
torno di T3.,I1 primo gruppo di
omologia di M% è un gruppo ciclico
infinito, generato da un circuit©
meridiano, w, di'T2. Un circuito l,
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tracciato su T* « per il lungo », se inoltre circonda il tubo uu
jiumefo adatto di volte, forma contorno in ikf*.

Sia ora S,8 un altro esemplare di 3-sfera, k un qualsiasi cir-
ouito o cappio in Sj8, e siano 2\3, T^, M^, lif mx definiti allo stesso
juodo che T3, T2, M3 Z, m. £ia 4> ; T* ~ T^ un omeomorfismo tale
•che ^(Ijcor^ -+- m n (̂WJCNDZJ, dore oo significa « omologo ad », ed
identifichiamo ogni punto p s Tz con ®(p) s S,*. Si ottiene cosi da
Mz ed M^ una varietà chiusa a 3 dimension!, P3. Il primo gruppo
di omologia di P 3 è generato dalle classi di omologia ^, ^ di w, m^
^assoggettate alle relazioni JJL = 0, in quanto 4>(m) co l1 co 0 in M^,
-e [A, = 0, poichè mx c^r^ -H W1 C>O 4>(Z)OOO in P3 . Pertanto il primo
.gruppo di omologia di P 3 è banale (ossia si riduce air identità),
sicchè, per un teorema di dualità di POINCABE, anche il secondo
gruppo di omologia di P 3 è banale. Se i cappi k, kl e 1' intero r
vengono scelti in modo opportuno, si puö f ar si che ^(P3) ^= 1 (in
conseguenza di certe supposizioni tuttora non dimostrate, ^X{PZ) =}= 1
se k e k1 sono entrambe auto-allacciate).

U esempio précédente mostra la profondità della teoria delFomo-
iopia, sotto certi aspetti, in confronto coila teoria elementare del-
1'omologia. In quell' esempio il punto cruciale è che il primo gruppo
di omologia si ottiene dal gruppo fondamentale, •&,, rendendo com-
mutativa la moltiplicazione. Una curva chiusa, come il circuito l
*di T2, che formi contorno ma non si possa deformare in un punto,
rappresenta un- elemento del gruppo dei commutatori di IKX. La
teoria elementare dell'omologia, colla sua algebra cominutativa, non
puö, ad esempioj mostrare la differenza f ra un circuito allacciato
-ed uno non allacciato dello spazio Euclideo.

Questa scoperta di POIKCAHÉ segnö Tinizio della prima fase
nella teoria dell'omotopia. Quest'ultima si sviluppö sopratutto nello
«tudio délie varietà tridimensionali e dei, cappi, a prescindere dalle
xicerche di NIELSEN sulle rappresentazioni délie varietà a due di-
jnensioni su se stesse. I problemi centrali della teoria della varietà
a, tre dimensioni sono risultati estremamente difficili, e nessuna
classif icazione è stata condotta a termine. Yoglio ricordare la f amosa
« ipotesi di POINCARÉ » : che ogni varietà tridimensionale, il cui
gruppo fondamentale sia banale, è omeomorfa ad una 3-sfera.
Questa congettura ha resistito a tutti i tentativi per vagliare s' essa
«è vera o falsa.

Prima di lasciare Y argomento, osserverö che alcune delle mag-
.giori difficoltà prövengono da quella parte della teoria delle va-
rietà tridimensionali che non riguardano Fomotopia, ma riguardano
questioni di equivalenza topologica, Alcune di queste difficoltà
^compaiono, se ei si pecupa soltanto di tipi omotopici e non si pren-
<kmo in considerazione questioni di equivalenza topologica. Ad
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esempio, discende da un teorema ai HTTBÉWICZ, non difficile da.
intuire, che una varietà èhiusa tridimensionale, il oui gruppo fon-
damentale sia banale, è dello stesso tipp omotopico della 3-sfera.

é. I gruppi di omotopia superiorL — I gruppi di omotopia,
superiori di uno spazio, X, si possono definire come segue. Sosti-
tuiamo ail'intervallo J, per mezzo del quale si era definito ^i(X)r

il cubo J n ad n dimensionï, dello spazio Euclideo w-dimensio-
nale, dato da 0 < t, < 1,..., 0 < tn <<, 1, per ogni n > 1. Scegliaino-
un punto base seoeX, e passiamo a definire l'w-esimo gruppo di
omotopia, 7tn(X, xQ)f di X, col punto base a?0. Un elemento a e TCn(X, x0}
è: una classe di rappresentazioni f\In~~X, tali- che f(In) = x0.
dove J" è il contorno di Jw. Due rappresentazioni fos/,: J t t l —X
appartengono alla stessa classe se, e soltanto se, esiste una déforma*
zione ft ; I

n —» X, taie che ƒ,(ƒ") —a?0, per 0 ^ t < l . L'elementa
unità è rappresentato dalla rappresentazione costante. Se ƒ s a, al*
lor a oc—1 è l'elemento che contiene la rappresentazione ƒ', data da-
f(t\ » — > tn) = ƒ(! - ^ n £*> - Î «̂)- Se / sa , g s p, il prodotto aö è Fêle*
mento che contiene la rappresentazione h, data da

se 0 < ^ ^ ^

1
se ö ^ î ^1-

Si di mostra facilmente, come nel caso n = 1, che ap non dipende-
dalla scelta degli elementi rappresentativi /ea, ge$; e cosl pure
che 7tM(X, a5o)> con detta legge per il prodotto, risulta un gruppo;
inoltre, se X è linearmente connesso, ogni arco congiungente x^
con qualsiasi altro punto xisX détermina un isomorfismo ben
definito fra Kn(X, x<) e 7rw(X, X^. In conseguenza di quest'ultima.
proprietà, scriveremo spesso wn(X) iU luogo di irM(X, xü).

Se n> 1, allora 7tn(X) risulta abeliano. Ciö puö dimostrarsji cqmé
segue. Sia En Y interno e la frontiera di una sfera, S""1, di centro

1 1
il punto a dato dalle t{ = â> e raggio < Ô - Se p è un punjto varia-

bile sul contorno ïn di Jn , il segmentq ap incontri Sn~l in g, e sia.

($1 ln-+En un omeomorfismo in cui ogni segmento ap è rappre*

sentato linearmente su ag, con S(a) — a, B{p) = q. Sia RslE
n~**En

la rotazione data dalle

cos Tts — ( t» — H I sen te#/ — 2 = [tx — g

/ — à = (*i — § ) s e n ' i rs "*" (** "* i
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Sia $ s : I
n—»In la rappresentazione data da 4>< = 0~f.R,0. Allora, ee-

h0'. In—~Xb un rappresentante del prodotto <xp, definito sopra, si
dimostra facilmente che la rappreâentazione hx ^= ho^1 è una delle
rappresentanti di pa. Ma hs = fto0s è una deformazione di hQ in hx,
tale che

Fertanto pa — a£S. In base a ciö, il gruppo *n(X) viene comunemente
scritto in forma additiva, se n > 1.

Conviene spesso rappresentare gli elementi di ^n{X) mediante
rappresentazioni di una w-sfera, ^ n , su X Sia posSn un punto
qualsiasi di Sn e sia 0 ; In—*Sn una rappresentazione fissata, tale
che 0 [ J n ) = j>0 e che 0, ristretta ad j n — J n , sia un omeomorfismo
f ra quest'ultimo ed 8n—p0.' Allora ad ogni rappresentazione
g : Sn-+X, tale che g(p0) = x0, corrisponde 1' elemento oc s Kn{X, xo)r

rappresentato dalla p 0 : J n — X ( 1 ) . Yiceversa, data / ; J n - ^ X , con
ƒ(ƒ*») r=£c0, la rappresentazione g=zf&~1, di Sw su Z, è uniforme
e continua, ed inoltre / = </0. Quindi TCK(X, X0) puö esser definita
tanto a mezzo delle rappresentazioni g'. 8n~-~X, con g(p0) — x0, quanto»
a mezzo delle fl J t t -^X.

5. Operatori. — II gruppo «„(X) puö anche esser introdotto-
quale gruppo ad operatori di iCj(X). Ciö è consegiïenza del proce-
dimento seguito per stabüire un isomorfismo fra nJX, x0) e TTB(X, XX)

quando si supponga X linermente connesso. Infatti, sia 0 ; I - * X
un qualunque arco congiungente 0(0) = ajoe 0(1)— a^; sia fç\ln — Xr

con fo(t
n) = a;0, un rappresentante di un dato etemento a0 s 7r„(X, X) ;

infine, sia ft una deformazione di quello, tale che fs(I
n) = 0(s)

(0 < ^ < 1). Allora /\ rappresenta un elemento a2 s ^„(X, ajj). Si puö
dimostrare che ax dipende soltanto dall'elemento a0 e dalla classe
omotopica ristretta della rappresentazione 0 ; /—~X, due rappresen-
tazioni 0O, 0, appartenendb alla siessa classe se, e soltanto se,
esiste una deformazioue 0^ : J—X, tale che ®\(0) = x09 ®\(l) = x^
Inoltre la corrispondenza a0—*-ocj è un - isomorfismo fra wn(X, xQ)
e ©7cM(X, Xi). In particolare si potrà avere os, = x0. In tal caso si vede
che ogni elemento is-n^X), rappresentato dalla 0 : 1 — X, détermina
un automorfismo di itn(X, x0).

(l) Vi, sono due clas^i di Ïfeali rappresentazioni, r^ppreeentasjioni nella
stessa classe essendo omotopiche, con 1* iminaginé di In tenuta fissata in pQ»
<Jias9ûha classe détermina un orientamento di *Sn, e noi descriviama
à ç nn(X) éome rappresentata dâ una rappresentazione, Sn -* X, della
«Asfera orientata Sn.
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Se n — 1 abbiamo a0 —Jja^ 1 e, in generale, conviene associare
V automorfismo 04—*<x0 a Ç, piuttosto che Faltro a0 — a2. Scriveremo
a0 = £a13 ed è chiaro che (S*))̂  = Çfooĉ . Perciö, se con T| si indica
1' automorfismo a~*?<x, la rappresentazione £ — T| è un omomorfismo
di w ĴC, »0) nel gruppo degli automorfismi di TTW(X, »O). Poichè, se
w > 1, *n{X) è abeliano, si potrà considerare F^óello gruppale di
7Tj(X) quale anello di endomorfismi di 7cn(X). Cosü, se r = wlÇl-H
-H ... H- »p^p è un qualsiasi elemento dell' anello gruppale di
«on 5tS7rj(X) e gli nl9..., np interi, scriyeremo

6. I prodot-ti [a, pj. — Abbiamo yisto come si possa definire un
* prodotto » Sac, con Çew,(Z), a e ^ ( I ) per n ^ l . Si possono anche
combinare elementi appartenenti a gruppi omotopici diversi in
altro modo^ f acendone applicazioïxi significative. Sian a s ^m(X),
^S7Tn(X) rappresentati dalle f:Im~X e g;In — X con f(ïm) =
= ^f(în) ^ t x0. Posto I m + n = I m x I n , sia

e sia iüoltre ^ ; Sm'~Hl~1-*-3r la rappresentazione data dalle

s e

f(l») ^ ^sI-V g si".
rappresentazione è continua, poichè /*(jm)= ^(j **) ^= o?o, e,

preso un punto p0 X ge s î m X I n come punto base su §•"+«-^ essa
détermina un elemento di icm+n—i(-X)j che indicheremo con [a, p].
Se w = W' = 1 abbiamo [a, p] = apa"-1^—A, come è indicato in figura,

mentre se w q= 1, n ^ 2 otteniamo

In generale si dimostra facilmente,
con opportune convenzioni concernenti
P orientazione di Ŝm"*"M—x, che

1) {a, pj dipende, soltanto dagli
"menti a, p, e non dalla seelta délie î, g ruppresentative,

2) K, «J = ( - l)-°[«, p], ( = [a, jS]-< se W = n = 1),
8) se n > 2, [a, ^ -<- p2] = [a, pj' + {a,

?„ *„(*).
Da 3) segue che, se n > 2 / a l l o r a p—*[ot, p] è un cmoinorfismo

di nn(X) su 7tm^n^ï(X) per ogni ae^m(X). Inoltre dalle 2) e 3) ri-
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sulta che, se m > 2, allora a — [a, p] è un omomorfismo di wm(X)
su ^ ^ „ ^ ( X ) , per ogni p s «„(X).

7. Esempi.
1. 7TW(JSW) è uu gruppo ciclico infinito generato dall 'elemento

rappresentato dalla Tappresentazione identica di Sn in sè.

2. Se T% è un toro, allora 7rn(T*)=0 se n > 1. Ciö segue da un
teorema generale per cui wtt(X) è isomorfo a %(X) dove X è lo
spazio ricoprente universale di X.

3. 7ct(jS
s). - Siano S = £x -h i^ , >] = v)x -h iv\%, coordinate complesse

in uno spazio Euclideo a quattro dimensioni, R4
y e sia SdCZB4

data da: ?!-+- VJT) = ?,* -+- ?s
2 H- 7jx

2 -+- Y]2
2 = 1. Consideriamo la S2CZE3

data da ai2 -+- yx -+- s2 = 1 e sia ƒ; <Sa— /̂S* la rappresentazione

Questa è la ben nota rappresentazione parametrica di S2 a mezzo
délie sue generatrici complesse l = cost ed vj — cost. Se /(?0, 7)0) =
= (se0, ^0, 0O), si vede facilmente che /""H^OJ ^OJ #O)> ossia il luogo
dei punti rappresentati da (xG) yQ} 20), è il cerchio massimo

Due tali cerchi massimi giacciono in piani per l'origine, i quali
hanno precisamente questo punto quale loro intersezione onde si
vede che i due cerchi si allaceiano in JS3. Utilizzando questo fatto,
HOPF dimoströ nel 1981̂  nonostante i gruppi superiori d'omotopia
non fossero stati ancora seoperti, che 1'elemento ^STZ3(S% dato da
quella rappresentazione, è d'ordine infinito. In seguito HUBEWICZ

dimoströ che 8̂(/S
2) é generato dalF elemento a.

4. «^« - . (S - U S-) = « ^ . , ( 8 - ) + *m+n-ASn) + l^JS-"), itjS*)],
dove Sm U Sn consiste di una m-sfera e di una «t-sfera con un
solo punto a comune, il segno -f- nel secondo membro indica la
somma diretta dei gruppi indicati e [*m{Sm), ^„(S")] è il gruppo
generato da tutti gli elementi a, p, con oLe-Km(Sm), PSTC„(SW). Que-
st'ultimo è un grappo ciclicot libero, generato da [â  p], dove a, p
sono generatori di nm(8m) e -Kn (*Sn). In particolare segue dunque,
dall'esempio 3, che ^^(S^ (J St

l) è un gruppo abeliano libero di
rango 3.

5. i ( ! ( l x T)^-Kf,(V)-¥• ww(X), dove X x Y indica il prodotto to-
pologico degli spazi l e d Y, e consiste di tutte Ie coppie (x, y) con
rcsX, y s Y; Qualsiasi rappjesentazione fco;J

ft^Ix Y consiste di
una coppia di rappresentazioni f0 : I

W-^X, gol In-+ Y, taie che
typ) =z f<}{p) X Qoip) per ogni pzln. Sia ft0 rapprejaentativa di un
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elemento y £ *„(X X Y). Allora ho{p) == fo(p) X 0o(p) = x0X|fc se
psïn, dove x o x t / o c X x Y è il punto base. Pertanto fjtfn) = x1if

go(Ï
n)~yo- Siano <x.S7zn(X) e $e-nn(Y) elementi corrispondenti alle

rappresentazioni fQ e gQ) e siano <*',($'d 7rnfX x Y) gli elementi che
sou o rappresentati dalle fQ', gQ':In~XxY, dove /o'(p) = fo(P) X
x Yo,

g*lp), dove
deformazione di h0, nata da

se 0<t, <J
2

: I se = < * i < :

Allora hs(ï
n) = œ0 x yn, ed

..., *„) X y0 = fO/(2^,..., tn)

è la rappresentazione data da

se 0 < tx <

se g

Pertanto y ~ a ' *̂ ?'• ^ e a '" t" P' = 0, si vede facilmente che a = p = O,
da cui segue 7tn(Ix Y) unz„(X)~\-T.ft(Y).

6. Se S" ed X si intersecauo in un solo punto x0, si ha

dove a s it(S") è dato dalla rappresentazione identica di Sn ïn sè e
E(oi) è l'JB-modxilo, di rango 1, che consiste di tutti gli elementi ra

con r neir anello M gruppale di

Questi sei esempi, fatta eccezione per l'esempio 1, stanno tutti ad
indicare la diversità dell' analisi che si ottiene in uno spaziö topo-
logico secondochè si usano i gruppi delF omologia o dell' omotopia.
In alcuni di essi i gruppi omotopici rivelano propriété che non
possono venire descritte coi gruppi dfell' omologia. Nel secondo
esempio accade il co'ntrario. Perciö non si deve considerare la
teoria dei gruppi di omotopia superiori corne un sostituto della
teoria delPomologia. Tuttavia si deve ricordare, a proposito del se-
condo esempio, la ricerca iniziata daHoPF e continifcata da
BERG e SAUNDEBS MACLANE sulla relazione f ra il grüppo
mentale ed il secondo gruppo delPomologia. In questo caso parti-
colare, il secondo gruppo dell'omologia si jyu$>+$.oïinix& niediante il
gruppo fondamentale, di guisa che sul toro la teor/ia delFomologia,
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si puö esprimere mediante Pomotopia. Tuttavia vi sono altri casi,
come nella classificazione delle rappresentazioni dei' poliedri sulle
sfere, nei quali gli invarianti oniotopici si esprimono mediante
l'omologia, o la teoria duale della coomulogia.

8, G^uppi omotopici relativi. — TJn' importante estensione dei
gruppi omotopici superiori, sono i gruppi omotopici relativi. Sia
I 0 C l un sottospazio di X, e si prenda un punto x0 s Xo come punto
base. Si definisce allora^il gruppo omotopico relativo TT„(X, X O , X0)

nelltf stesso modo che 7tn(X, x0) o KH(X, X0, X0), eccetto che un ele-
mento a s T„(X, Xo, x0) è dato da una rappresentazione flln~+X, tale
che f(Q, ... , 0)z=zxQ, / ( J n ) c l o ! Due rappresentazioni fo,f{',I

n^*X
dànno lo stesso elemento se, e soltanto se, esiste una deformazione fn

tale che ft(0,... , 0)=:x0J ft(ï
n)CZXQ. Per definire l'addizione in -xn.

osserviamo che un qualsiasi elemento è dato da una rappresenta-
zione / : P ' — X, tale che f(En~l) — x0, dove En~> è la parte di ïn in
cui tn > 0, oppure almeno una delle t19..., tn_Y è nulla. L'addizione
e l'inverso, a—l o —a, di un elemeuto a, si definiscono come nel
caso dei gruppi omotopici assoluti. S.upposto Xo linearmente connesso,
segue che *;„(X, X0) x0) è isomorfo a ^(X, X Q ^ X J , per ogni coppia
di punti x0, x 2 d X 0 ; onde scriveremo -^(X, Xo) per indicare il
gruppo omotopico relativo, riferito ad un punto base non specificato.

Grli operatori sono definiti in modo analogo a queilo relativo
agli operatori dei gruppi omotopici assoluti, eccetto che ora gli opera-
tori sono elementi di ^(X^invece che di ^(X). Siano f0, fLrappresen-
tazioni relative agli elementi a0, at CZ^n(X, Xo), e sia fQ deformabile
in /, con una deformazione ft, tale che ft{ïn)CZX0, ed ft(0,..., 0)
descriva un circuito che rappresenti un elemento ? s ^(Xo). Allora
scriveremo a0 = ?aj. Come nel caso dei gruppi omotopici assoluti,
a—*£a è un automorfismo, T£, di -nn(X, X0)j e ,?—T^ è un omo-
morfismo di ^!(X0) nel gruppo degli automorfismi di KH(X, XO). Si
noti che, benchè abbiano definizione formalmente analoga, i pre-
senti operatori non coincidono con quelli descritti prima nel caso
X0 = x0. Infatti gli operatori descritti dianzi si riducono alFiden-
tità quando X0 = x0.

Se n^>% allora i:n(X, Xo) è commutativo, il ohe si stabilisée in
modo analogo a queilo usato per dimostrare che ^n(X) è commu-
tativo se % > 1 . « Ruotando » I2 intorno al centro si vede che, se
aJC7T2(X, Xo), allora

dove ^«£7:^X0) è 1'elemento dato dalla rappresentazione / s a , ri-
stretta ad I2, e ^2(X, Xo) è scritto additivamente sebbene, in generale,
esso non sia abelianu.
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9. La successione omotopica. — I gruppi omotopici relativi
ed assoluti sono collegati dalla seguente successione di omomorfismi

dove ciascuna delle i ; 7cn(X0)~*irn(X), j ; izn(X) —*ic„(X, Xo) è l'omo»
morfismo naturale in cui elementi corrispondenti sono dati dalla
medesima rappresentazione, e 9 : ir„(X, X0)-*7cn_1(X()) è l'omomor-
fismo contorno, in eui <x, rappresentato da ƒ!/"—X, corrisponde
a 9ÛC, rappresentato da ƒ ristretto ad JTM. Il primo teorema fonda-
mentale sui gruppi omotopici relativi, afferma che quella serie è
esatta, il che vuol dire che il nucleo di ciascun omomorfismo è il
gruppo imagine di quello che lo précède. Cosï, per esempio,

a - H O ) = i i 7rM(Z) Î , i->(0) = * | u t t(x0) i, ï-HO) - 3 i *„+,(*, xo> u

Si noti la « meta facile » di questo risultato, e precisamente. i
risultati ovvii dj — 0, ji ^ 0 , id = 0.

10. Spazi fibrati. — I gruppi omotopici relativi sono partico-
larmente efficaci nello studio degli spazi fibrati, e molti degli spazi
incontrati nelle applicazioni della topologia ad altri rami della geo-
metria, nonchè alla teoria dei gruppi continui, sono spazi fibrati.
Uno spazio fibrato, X, è uno spazio c'he è nella relazione seguente
con un altro spazio B, lo spazio base, ed uno spazio F, la fibra
tipo. Yi è una rappresentazione P'.X—~B tale che

1) P~1{b) è omeomorfo ad F> per ogni punto IDSB,
2) vi è un insieme aperto U c B , per ogni punto, b sB, tale

che P~J(U) è V immagine di U x E , in un omeotnorfisnio <£, tale
che <ï>(b' x F) = P-Hb') (V s U).

Grli insiemi P~1(b) CZ X sono chiamati fibre} e P è chiamata una
rappresentazione fibrata. Evidentemente il prodotto topologico BxF
è uno spazio fibrato, ma uno spazio fibrato X} su di uno spazio
base, Bj non è necessariamente omeomorfo a B X F.

La rappresentazione P:X-+B ovriamente détermina un omo-
morfismo 0 : 7c„(X, Fo)-+ Kn{B), dove Fo è una componente di una
fibra. Si puö allora dimostrare che 6 è un isomorfismo di Kn(X, Fo)
su itn{B).

Diamo alcuni esempi di applicazione di questo teorema, consi-
derato assieme alla successione omotopica.

1. X=S*, B = S*. — La rappresentazione P = f;S3-+S2
i data

in nu esempio précédente, è, come si rede facilmente, una rappre-
se ie fibrata. Le fibre sono i cerchi massimi ? — £0 e

iQ, r\ = y\Qe ö.
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In base al öuddetto teorema, possiamo identificare Kn{S2) con
Ttn(S\ Fo). Se n>l, allora w„(.F0) = 0 (F0 = Sl). Quindi, dall'esat-
tezza della successione omotopica

segue che, se w > 2,
1. ^„_i(^o) — 0, da cui jitn{89) = dr-*(0) = 7rn(S

3, jpy. Yale a dire
la rappresentazione j opera sopra -xn(S

3, -FO) = Kn(S*).
2. irw(.F) = O, da cui 0— j~l{0). Yale a dire J è ora un iso-

morf ismo.
Cosï itn(S

!)</)icn(fii*), se M - > 2 , e la rappresentazione P induce un
isomorfismo di TC„(83) SU 7cn(S

2).

2. Lo spazio proiettivo complesso. — Sia nCM) uno spazio proiet»
tivo, riferito ad w + 1 coordinate complesse omogenee »0 ) . . . , z» *
Possiamo assoggettare queste coordinate alla condizione

Allora^ posto zr = xr-t-iyr, dore xr, yr siano reali, quella cbn-
dizione equirale alla

XQ* -H ... -+• Xn1 -4- y0* -f- ... -+- 2/n2 = 1 ,

ossia è l'equazione di una (2n -h i)-sfera S*1*"1"1. La rappresenta-
zione P : S t n + 1 —II(nï, in cui il punto (s0 , . . . , »„)s'S2n+1 corrisponde
al punto (0O,..., zn) zUin\ è una rappresentazione fibrata. Infatti
P— 1(a0 , . . . , a„) è il cerchio massimo dato da ^ = ei9a,., e questi
cerchi massimi sono le fibre. Corne nel caso di S* ed S2, che è un Tl(lî,
si dimostra che 'ir,.(jS2n+I)^ir,.(tI(w>) se r > 2 , mentre invece 7r2(Il

{2)) è
ciclico infinito. Dunque 7tr(n

(w)) = 0, se 2 < r < 2n -f- 1.

3. X = Ĝ, F=H, dove G è un gruppo di L I E ed i f è un sot-
togruppo chiuso, talchè G è un gruppo topologico e non un « ele^
mento di gruppo » nel senso della teoria originaria di L I E . Allora
si dimostra facihnente che G è diviso in fibre sia dagli insiemi
laterali destri che dagli insiemi laterali sinistri di H.

4. X=,Tn, F = Vn_ï, dove Fn è il gruppo delle rotazioni in
n -+- 1 variabjli reali, e Tn_l è un sottogruppo che lascia fissa
qualche vettore pariicolare. Allora come spazio base si puö pren-
dere la n-sfera unità, Sn, onde segue 7r8(rn, Tn_i) = 0 se s < n^
Dalla succeseione omotopica

l ^ ( r n , r„_,)
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xisulta che :

J. H. C. WHITEHEAD

1. se r < n, allora *r(
rn> Fn_4) = O e d i : 7rr(rn_4)-*7rr(FK) opera

< sopra » *r(r„).
2 . s e r + K w , allorawp+x(FB, rn„4) = 0, da cui 3itr+1(rn, rB_, =

= i~-*(0) = 0. Pertanto i : 7rr(rn_1) -^ ^r(FM) è ora un isomorfismo.

Dunque, se n Z> r -f- 1, avremo

sicchè 7rr(rr4_,) ë isomorfo ad uu gruppo quoziente di ^ r(r r), poichè
i : «r(ITn—i)—^ r̂ffw) opera sopra 7Tr(rw) se w > r. In pariiicolare, sia
T — 2. I l gruppo r s , considerato come spazio topologico? è lo spazio
proiettivo reale a tre dimensioni, ed ii suo spazio ricoprente uni-
versale è VS3. Pertanto ^2(̂ 2) ==: ̂ s ^ a c u^ 7U*(̂ 'ti) == ̂  P e r °g n i n>2.
Cosï pure it^Fj) = 0, poichè T1 è un cerchio. È dunque ^j(rw) = 0
per ogni w. Analogamente Tr̂ F,) è ciclico infinito, e ^i(Tn) è di or-
dine due se «-> 1.

Questi ed altri risultati trovansi schematicamente riassunti nella
seguente tabella, in cui Zm dénota nn gruppo ciclico di ordine
w < 00 ed il segno -+- indica la somma diretta.

ns

n3

n,

Zoo

0

0

0

^»

0

Zoo

0

Zoo -+- Zoo

z%+ z*

r5

0
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