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Sopra una questione proposta da A. Moessner.

Nota di ALpo PierrROSANTI (a Velletri).

Santo. - Si da una NUOVQ ed elementare dimostrazione della impossibilita
di un sistema diofanteo proposto da A. Moessner.

1. Nel fascicolo del marzo 1950 di questo « Bolletiino » (1), L. Gam-
TESCHI e L. A. Rosartr, rispondendo ad una questione proposta da
A. MogessNER (%), hanno dimostrato che il sistema

{1) A+ B*=(C?*+ D?, A+ B3 =C%*+ D?

() < Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », (3), 6, 1950, pag. 43
e 8¢ v. anche: B. SEGRE, Alcune questioni diofantee, medesimo fasci-
colo, pag. 33 e segg.

(%) « Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », (3), 4, 1949, pag. 148,
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non ammette soluzioni in numeri interi oltre le soluzioni ba-
Tnali.

Dell impossibilith del sistema diofanteo (1), si dd in quel che
segue una nuova dimostrazione, che si ritiene affatto semplice ed
elementare.

2. 11 sistema dato ammette la soluzione banale A= C, B=D.
Supposto pertanto 4= C, C3= D, e, come ovviamente si pud,
A> D, C> B.le (1) possono rispettivamente scriversi come segue:

9 A—D C+ B, A—D C*+ CB+C*?
@) C—B~4+D C-B A+ 4D+ D

@, se p/q & la frazione irriducibile tale che:

A—D C+B _p

@) C—B 45D~ ¢

da queste si ricava

m {A—D=)p { C+ B=uyp
) |c—B=2" |4A+D=pq

ove X, w son coefficient1 (interi) di proporzionalitd.
Le (4) forniscono

X — A
a="prtva g _rp—M
) 2 2
c=l4tvr o, _pg—lp
=M p P

Giova fin da ora osservare che la indicata soluzione banale
A =2C, B=2D si ha, in virtiu delle (5}, in corrispondenza a valori
dei parametri ), i, p, ¢ soddisfacenti alla condizione (A —u)(p —q) =90,
cioe :
A=y, ovvero p=gq.
Cid posto, dalla seconda delle (2) e dalla (3) si ricava

C*+~CB+ B _p
A 4+ AD+ D* 7 ¢’

e da questa, mediante le sostituzioni (5):

wq° + 3Vp* _ p

R
OVYVero :

(6) N(p® — ¢%) = Bu*pq(p — 9).

Poiche si & supposto che sia p — g0 (per p —g=20 si ha'la
3
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gid indicata soluzione banale), dalla (6), dopo averne divisi i membri
per p — g, si ricava facilmente :

P g B

(6) = -

3. Si osservi, ora, che, per la (1), i numeri 4, B, C, D possono
supporsi primi fra loro a tre a tre; e pertanto, attese le (5), 2 e w
saranno primi fra loro, o tatt’al piu sard D\, p)=2.

Cid posto, essendo p, g primi fra loro, e di conseguenzad irridu-
cibile la frazione a primo membro della (6'), il secondo membro di
questa sara una frazione irriducibile, o tale diverrd dividendone i
termini per 4. Corrispondentemente a queste due (esclusive) even-
tualith, la (6') pud rispettivamente spezzarsi come segue

3u? — A2
PP =
" $ 4. ’:3#2—)\’ 4
@) @ (5% , @ y
P9 =7

e il secondo di questi sistemi assume la forma del primo, non ap-
pena X e u si sostituiscano rispettivamente 2), 2u’, con N, p’ primi

fra loro.
Dal primo sistema, nel quale dunque A, x soddisfano alla con-

dizione D(A, v) =1, si ricava facilmente
(p+qr=38+2%,  (p—qF=3p'—N)

I numeri 3u* + 2* e 3(u* — 2%) sono dunque due quadrati, e poiché

sussiste 1’identita
42 + 3fu? — 2% = 3p2 4- A%,

ne consegue che gl’interi 2), V32 —2%) e V3u + X\ costituiscono
una terna pitagorica, e pertanto esprimibili come segue:

@M D=ued; () VP —1)=o*—¢* (III) VBErit=0ot+¢2,
ciod :
(M) @ R=y%; (D) 3 — VM) =@"—¢); () N+p*=("+ )%
Con la eliminazione di A fra la (I) e la (II) (ovvero la (III)), si
ottiene :
8) 32 =o' + ¢! + %2

Ora, con riferimento alle (I) e (II) delle (7), si osservi che, es-
sendone i rispettivi primi membri, \* e 3(u* — A%, primi fra loro.
tali saranno necessariamente anche o e ¢, e pertanto gl’interi sod-
disfacenti alla (8) dovranno essere primi fra loro a due a due. L’unica
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terna soddisfacente alla (8) e a tale condizione ¢ py=¢ =V =1 ().
Dalla (I) delle (7) e (I) delle (6”) si deduce: A\=p = ¢ =1, e infine
dalle (5): A= C, B=D, ciod una soluzione banale.

Si conclude che il sistema (1) non ammette soluzioni intere,
oltre quelle banali, c. v. d..



