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Sopra una questione proposta da A. Moessner.

Nota di AijDO PIETROSANTI (a Velletri).

Santo» - Si da una nuova ed elementare dimostrasidne delta impossibilité
di un sistema diofanteo proposto da A. Moessn4er.

1. Nel fascicolo del marzo 1950Ai questo «.Bollet(duo » {x), L. QAT-
TESCHI e Ii. A. ROSATI, riepondendo ad una questione proposta da
A. MOESSNER (2), hanno dimostrato che il sisteraa

(i) « Bollettino dell'Unione Hatematica Italiana », (3), 5, 1950, pag. 43
e ŝ  v. anche: B. SEGRE, Alcune questioni diofantee, medesimo fasci-
<ïolo, pa^. 33 e segg.

(0 « Bollettino d,ell'Unione Matematica Italiana », (3), 4, 1949, pag. 146.
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non ammette soluzioni in numeri interi oltre Ie soluzioni ba-
nali.

Dell'impossibilita del sistema diofanteo (1), si dà in quel che
segue una nuova dimostrazione, che si ritiene affatto semplice ed
-elementare.

2. Il sistema dato ammette la soluzione banale A = C, B = D.
Supposto pertanto A =j= G, C 4= A e, come ovyiamente si puö,

A > D, C>> JB. Ie (1) possono rispettivamente scriversi coire segue:

A — B C + B A — B C'-j- CB+C2

4 C T-B~- A* +

e, se pjq è la frazione irriducibile tale che :

m A-D_C-rB _p
w C —B—'A+Ï) — q'
da queste si ricava

. — i ) = Xp
— B=lq>

C H - JB = [

jl -H 2) ̂  t

-ove X, {x son coefficienti (interi) di proporzionalità.
Le (4) forniscono

\p + W |
^ — 9 ) -0 —

— lp

Giova fin da ora osservare che la indicata soluzione banale
A = C) B = B si ha, in virtu delle (5), in corrispondenza a valori
dei parametri X, ̂ p, q soddisfacenti alla condizione (X — p)(p — g) = 0,
«cioè :

X — (x, ovvero Pz==q-

Ciö posto, dalla seconda delle (2) e dalla (3) si ricava

çg-t-Çff-t- B* _p
AZ + AB+ D2"" q'

•e da questa, mediante Ie sostituzioni (5) :

j^Y H- 3X*jp2 __ p
X2p* H-'3[x2g2 "~ g '

OYvero :

Poichè si è supposto che sia p — #4^0 (veT P — 2 ===z ^ s^ n a '
3
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già indicata sbluzione banale), dalla (6), dopo averne divisi i membrl
per p — g, si ricava facilmente :

m f» - q* _ V - X'

3. Si osseryi, ora, che, per la (1), i numeri A, B, G, D possono-
supporsi primi fra loro a tre a t re; e pertanto, attese Ie (5)., X e a
saranno prinxi fra loro, o tatt' al più sarà D(X, (/.) = 2.

Ciö posto, essendo j>, q primi fra loro, e di conseguenzâ irridu-
cibile la frazione a primo membro della (6% il secondo membro dï
questa sarà una frazione irriducibile, o taie diverrà dividendone i
termini per 4. Corrispondentemente a queste due (esclusive) even-
tualità, la (6') puö rispettivamente spezzarsi come segue

X2

e il secondo di questi sistemi assume la forma del primo, non ap-
pena X e [x si sostituiscano rispettiyamente 2X', 2^', con X', p.r primi
fra loro.

Dal primo sistema, nel quale dunque X, [/. soddisfano alla con-
dizione _D(X, p) = 1, si ricara facilmente

(p + q)t = B^ -f- X«, (p - q)* = 8Qt« - X«).

I numeri 3fx* -+- X2 e 3(|x* — X2) sono dunque due quadrati, e poichè-
sussiste l ' identità

4X* -+- 3(tJL2 — X2) = 3tx2 -4- X*,

ne consegue che gl'interi 2X, V3([A1 — X*) e V3^* -+- X* costituiscono
una terna pitagorica, e pertanto esprimibili come segue :

(II) V3(tx2 — X«) = <p»-4i» (III)

cioè :

(7) (i)x«=+Vï
Con la eliminazione di X fra la (I) e la (II) (ovvero la (III)), si

ottiene :
(8) 3^2 = cp4 -f- ̂  -h ff.

Ora, con riferimento alle (I) e (II) delle (7), si osservi che, es-
sendone i rispettivi primi membri, X1 e 3(^2 — X2), primi fra loro,
tali saranno necessariamente anche cp e ^, e pertanto gl'interi sod-
disfacenti alla (8) doyranno «ssere printi fra loro a due a due. 1/ unica
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terna soddisfacente alla (8) e a taie condizione è ji, = <p := d/ = 1 (3).
Dalla (I) delle (7) e (I) delle (6") si deduce: l=p~ q — 1, e infijie
dalle (5) : À = C, B = D, cioè una soluzione banale.

Si conclude che il sistema (1) non ammette soluzioni intere,
oltre quelle' banali, c. v. d..


