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Salle funzioni quasi continue.

Nota dl MADDALENA CANTELE (a Bologna).

Sunto. - JRichiamate aleune notifie sul metodo proposto da TONELLI per~
Vesposizione delV integrale di LEBESGUE in uno spazio eucîideo £Jn, si'
dà un espw io, adatto per un corso elementare, di una funzione quasi
continua in un ihtervallo I, ma non continua su nessun sottoinsiem&
di mis-Ara pari ad I.

1. È noto clie 1' integrale di LEBESGUE viene oggi esposto come-
ca.'o particolare délia generale teorîa dell' integrazione. Tuttavia in
varie recenti esposizioni a enrattere elementare, l'intégrale di
IiEBEsauE è definito corne il limite di integrali di natura più ele-
mentare su funzioni continue, o semicontinue, o a scala. Fra
queste esposizioni particolarmente semplici (*) ricordo quella di
TOÎTEIJIJI (*), basa ta sul concetto di funzione quasi continua. Intro-
dotte elemfmtarmente le nozioni di misura di un insieme aperto
e di insieme di misura nulla in uno spazio euclxdeo S,, qualsiasi, si
dice che una funzione reale f(x), xsl, (lintervallo di Sn), è quasi
continua in I se, per ogni s > 0, esiste un insieme aperto 0, di mi-
sura ] 0 | < e taie che f(x) è continua nell' insieme chiuso I — O
^cioè in tutti i punti x di I — 0 rispetto ai soli valori assunti da
f(x) in I— 0). Si dice che cp(sc), xsl, è una funzione associata alla
funzione f(x) rispetto ad 0 se <p(se) è continua in I e coïncide con f(x\
in I— 0 (3). Allora per ogni funzione reale f(x), x s I, q̂  si continua,

(*) Tra le moite pubblicate in Italia e alPEstero, rieordo ancue quella
recente di E. J. MCSHANB, Intégration, Princeton TJniversity Press, 1948.

(2) L. T O N E L L I , Sulla nosione di integrale, « Annali di Matematica *r

ser. I T , tomo 1 (1923-24), pp. 105-121.
(3) I i ' esistenza délie funzioni associate, che per « = 1 è elementarmente

provata in loc cit. in (2), risulta per ogni n, dal seguente teorema: Data
u n a funzione f(x), x s K, definita e continua in un insieme chiuso Kc.Sny

esiste una funzione F{x),*x £ Sn, Continua in Sn, coïncidente con f(x) in K.
P e r le numerose dimostrazioni, aftche elementari, di taie teorema, si veda
ad esempio: H. LEBESGUË, Sur lel problème di Dirichlet, « Rendic. Cire.
Mat. di Palermo », vol. 24 (2° sem. 1907), pp. Wil^Oïï (spec. pp. 379-390)^
H. TIETZE, Ueber Funktionen die auf einer abgescfylossenen Menge stetig
sind., « Journal fur die reine und angew. Math. », Ed. 145, (1915), pp 9-14;
I \ HAUSDORFF, Ueber halbstetige Funjchén&n uWd deren Verallgemeine^
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e limitata, | f(x) \^M/x s J, esiste il limite dell'integrale di MEN-
GOLI-CATJOKY deUa funzione associata <p(se), x s I quando E —̂  0 e
t ïp(x) | ̂  AT © taie limite è indi pen dente dalla s.celta della funzione
associata, Aesunto questo limite come definkriöne dell'integrale di
LEBESGTTE in I della funziqia© quasi continua ê limitata f{x). x e I,
seguono tutte Ie estensicqö $lle funzioni non limitate, o definite
in un insieme qualunque, e sî stabilisée la serie dei teoremi fon-
damentali e la coincidenza dell'integrale cosi definito con 1' inte-
grale di LEBESGÏJE introdotto con altri mezzi (4).

2. Dalla definizione di funzione quasi continua scende immç-
diatamente che ogni funzione f(x), XQI, continua quasi ovunque
in I, è quasi continua in I. Irifatti f(x) è continua in tutti i punti
di un insieme I — E {E di misura nulla) rispetto ai valori assunti
da f(x) in L pertanto f(x) è continua su ogni insieme I — 0, ove O1

è un insieme aperto ricoprente E.
D'altra parte una funzione f(x),^xsl, quasi continua in I, è

necessariamente continua su infiniti insiemi chiusi I— 0, 0 aperto,
con 0 di misura piccola quanto siyuole, ma f(oc) non è necessaria-
mente continua su nessun insieme del tipo I— E con E di misura
nulla. neppure rispetto ai soli . valori assunti da f(x) in 1 — E.
Questo fatto è ben noto, per 'quanto nelle esposizioni elementari
delP integrale di LEBESGTJE a me conosciute non ho incóntrato un
esempio semplice, che possa essere esposto agli studenti del biennio-
e sulle sole nozioni introdotte avanti, di una funzione f(x) quasi
continua in I e non continua su nessun insieme del tipo I — E
con E di misura nulla. Scopo della presente nota è di dare in poche
righe un esempio siffatto.

rung, « Math. Zeitschr. », Bd. 5 (1£19). pp. 292-309; L. E. J. BROUWER,
Ueber die Erweiterung des Definitionsbereichs einer stettgen Funktion.,
« Mathem. Ann. », Bd. 79 (1919), pp. 209-211 e p. 40?; C. D E LIA VALLÉE
POUSSIN, Intégrales de Lebesgue. Fonctions d'ensemble. Classes de Baire,
Gauthier-Yillars, 1916 (spec. p. 127) ; C. CARATHEODORY, Vorlesungen ueber
réelle Funktionen, Q. B. Teubner, l a ediz., 1918, pp. 617-6S0; 2a ediz.y
1927, pp. 617-620; L. TONELLI, Fondamenti di Caïcolo délie Varia&ioni,
Zanichelli, 1923, "Vol. I,t (spec. pp. 383-385); P. TJRYSOHN, Ueber dte Mach-
tigkeii der zusawHnenhawgendem Meng,en, « Mathem. Annalen », Bd. 94
(1925), pp. 262-295; H. WHITNEY, Analitic extensions of differenttable fun~
étions defined in closed sets, « Transactions of the American Mathem. Soc. »,
XX, vol. 36 (1934), pp. 63-89, spec. nota piè di pagina 63; B. J. Me
SKANE, Extension of range of fonctions, «Bulletin Amer. Math. Soc. »,
Toi. 40 (1934), pp. 837-842.

(4) Taie procedimento è esposto per n = 1 in loc. cit. in (2) e vale, in,
sostanza, per ogni n.
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3. Sia n = l e sia I 1'intervallo O ^ a s ^ l . Sia Iu 1'intervallo
aperto concentrico ad I di lunghezza 1/2 • 3 ; In lascia scoperti
su I due intervalli chiusi ed uguali. Diciamo J21, I2S gli intervalli
aperti, uguali, concentrici a questi ultimi, di lunghezze 1/2 • 3% i
quali, insieme a J n lasciauo scoperti su I quattro intervalli chiusi
ed uguali. Cosl procedendo, alja nma operazione avremo 2M~1 inter-
valli aperti J«,i. i — l, 2,..., 2"-"1, di lunghezza ciascuno 1/2 • 3W, i
quali insieme a tutti i precedenti Ir,j, j= 1, 2,..., 2r~l, r = 1, 2,...,

• w — 1, lasciano scoperti, su J, 2W intervalli chiusi ed uguali. Oosl prose-
guendo indefinitamente avremo infiniti intervalli aperti Jn,t, i = l,
2,..., 2n~1, «, = 1, 2,..., la cui somma è un insieme aperto 0 c I
di misura | 0 | = 2 2 | Ini \ = 1/2 -̂ 3 -f- 2/2 • 32 -+- 22/2 . 33 + ... = 1/2.
L' insieme C = J — 0 (analogo all' i&iteme di OANTOB) è limitato,
chiuso, perfetto, mai denso e non di misura nulla. Sia f (x) = 1 se
ses 0, f(x)~O se xeC. La funzione f(x), come funzione caratteri-
stica di un insieme aperto, si prova essere quasi continua in I. Di-
mostriamo che f(x) non è continua su nessun insieme J — E con
) E \ = 0. Sia E un insieme di misura nulla, E c J, e sia, se possihile,
/"(ie) continua in I — E. Ogni punto x^el — E è punto di accumu-
lazione di punti x s O (altrimenti C conterrebbe un intervallo) e in
ogni intervallo w c O r i sono punti di I— E (altrimenti u c-E ed E
non sarebbe di misura nulla). Pertanto ac0 è punto di accumula-
zione di punti xe 0 (I — E) nei quali f(x) = 1. Per la continuità
dïf{x) in I — E rispetto ai valori assunti da f(x) in I - -E, risulta
f(x0) = 1, cioè ƒ (#) === 1 quasi dappertntto- in I e perciö | G \ ~ 0,
ciö che è assurdo. Pertanto f(x) none continua su nessun insieme
I ~ E con E di misura nulla.


