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Sulle trasformazioni asintotiche delle curve.

Nota di MARIA TORTORICI (a Palermo).

Sunto : Si espone qualche semplice osservazione sulle formule relative alle
trasformazioni asintotiche delle curve e si deducono, in modo più breve,
alcum risultati di BIANCHI e di PICONE (4).

1. Sia (C) una curva luogó del punto P(x, y, z) e Ie coordinate
di P siano date in funzione delF arco u délia curva stessa. Si dé-
notera con (Cj) un' altra curva luogo del punto P1(xli yXJ #,), essendo
Ie coordinate di Px anche esse funzioni di u, Con ïe abituali no-
tazioni della teoria delle curve, si distingueranno con V indice 1

gli elementi reïativi a (Cj), della quale, in particolare, ux, —, ^
Pi 1\

denoteranno F arco, la flessione e la torsione.
Fra Ie curve (C), (Cj) sia posta la corrispondenza puntuale biu-

nivoca nella quale siano corrispondenti i punti P, P , , determinati
dallo stesso valore di u. Denoti. inoltre, tx la lunghezza del se-
gmento PPX, c1 V angolo dei piani osculatori alle due curve nei
punti detti e 0 F angolo che, nel piano osculatore a (C) in P, la
retta orientata PPy, di coseni direttori l, m, n fa con la tangente
a (C) nello stesso punto. Ponendo :

(1) xx = x -+- tj,, (l = a cos 0 + ç sen 0)
(2) Xj = X cos c1 -+- (? cos ® — a sen 0) sen <r,,

e Ie analoghe per y19 215 è ben noto che (C) e (Cj) sono asintotiche
sulla rigata R luogo delle congiungenti i loro punti corrispondenti
se e solo quando Ie tre funzioni tlf o-,, 0 verificano il sistema:

(I)

(J) Cfr. L. BIANCHI : Sulle, configuraeioni mobili di MÖbius nelle tra*
sformazioni asintotiche delle curve e delle .superficie (« Rendiconti del Cir-
colo Matematico di Palermo », t. XXV - 1°'semestre 1908); M. PICONE:
Intorfio alle trasformazioni asintotiche delle curve e complementi alla Me-
morià « Suïld congruenze rettilinee W « (« Eeiidioonti del Circolo Mate-
matico di Pajer^io ». t. XXXIX * 1° semestre 1915).
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Dalle (1) e da (I), denotando con 0, 1' angolo che la génératrice
PPY fa cou la tangente a (CJ in P u seguono Ie formule:

(duA* (dtx \2 (tx sen 0\ s

x ' \du j \du j \T sen vj '

(III) -j-1 cos ©! =-=-1 -f- cos 0

e si ritrova pure direfctamente la uotissima relazione di

1 sen2 a.
(IV)

TT, - tt

2. Osservando che la relazione fra (C) e (Ct) di essere legate
da una tras formazione asintotica è simmetrica, è chiaro che, (|on
Ie precedenti relazioni, devono sussistere pure Ie altre che si
otfcengono operando su esse la sostituzione :

1 1,

1 1

Con ciö la (IY) resta in sè stessa, mentre il sistema (I) diviene:

cot

cos (
/d cot g' , T» ü \ - / 1 „ 27
\ du, • tf duj — \sen* ^ ^*

Sommando membro a membro (I), 1) e (I*), 1) si ottiene la re-
ïazione :

de i\ i (det i \ / i i \ .

che leea Ie fïessioni - , — délie due curve e che torna utile in
ö P Pi

j)roblemi particolari.

3. Cqnsidero ora qualcuno di questi problemi.
Si voglia decidere se la (C) ammette una trasformata asintotica

{Co) che sia trajettoria ortogonale delle geueratrici di B. Appo-
Jiendo F indice zero agli elementi di (C()), con Ie notazioni adope-

rate, bisogna porre: ®0 —<i e l e (I) e (H) dànno per Ie funzioni
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©, ÔJ ffo ̂ e ^ r e condizioni:

(3)

Ne risulta che il problema proposto è possibile e si ha 1' arbi-
trarietà di tre costanti.

Yolendo, di più, che la curva (Co) sia una retta, dev$ imporsi

la condizione — = 0, ossia, per la (I*), 1):
Po

Per la (IY), questa puö scriyersi :

(4) t0 = — T cos <r0 sen <J0

e le ultime due equazioni del sistema (3) conducono alle altre :

denotando con k una costante arbitraria positiva e supposto T > 0.
Eliminando 0, c0, tQ f ra Ie (3), (4), (5), si trova la relazione :

~ 2du[du\2T- kj J " U

che lega la torsione e la flessione della curva (0). Quest' ultima è
condizione necessaria affinchè la trasformazione sia possibile ed
è la relazione cui fa cenno il Prof. PICONE ; essa è anche un&
condizione suffi ci ente affinchè la (C) sia asintotica di una conoide-
retta. La (4), in forza della (5), püö scriversi ora:

(6) *0 = - | Y * V 2 2 I —fc.

4. Que s te ultime considerazioni si riannodano alle trasforma-
zioni Bh delle curve (cioè a quelle trasformazioni asintotiche per
cui le due curve (C), (Gj) hanno torôione uguale in punti corri-
spondenti), che sono state trattate esaurientemente dal Prof. Pi-
CONE (*).

(2) Cfr. M. PICONE, loco cit., (*)
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Notiamo che aTendosi, T — Tx, la formula {V) diviene :

^ 0
pj' senQ\du ~*~ ?) * sen e t \d» , p

Se alla trasformazione Bk si impone ancora la corrispondenza
uguagliauza d' arco (dttj = dw), la (III) dà ;

dt

(7) cos €>! = ^-! -+- cos 0

e la (II) fornisce :

( -p -*- cos 0 1 = cos2 0,
quindi deve essere :

La prima di questa ipotesi porta che ^ e T siano costanti (si
tratta ciöè delle trasformazioni Ba del BIANCHI delle curve a tor-
sione costante) e dalla (7) si lia :

\ 0
0,-008 0; 0,=

La ( F*), nei due sottocasi, dà ordinatamente :

1 1 o d 0 1 1 de
.-->- — = — 2 T - , ovvero : — — — 2 — .
p Pi au P ' Pi ^^

Nella seconda ipotesi, dalla (7) e successivamente dalla (F*)r
si trae :

l 7T — 0

cos 0, =: — cos 0 ; 0> I

- H- — = 0 , ovrero : — 0
P Pi P Pi

ossia (C) e (C,) sono due rette torse, ovvero sono due curve che
differiscono solo per la posizione nello spazio.

Il sistema differenziale (I) per la trasformazione Bk di (C), es-
sendo ^ = T sen <ij, diviene :

1 /d© 1\ _ 1 H- cos g, jL
,sen 0 \dz* + pj sen <rl * ï
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e se in questo si pone :

tenendo presente la seconda delle (8), esso si trasforma nel sistema
(3) e si ritrova il risultato del Prof. PICONE : la curva (Co), luogo
del punto medio del segmento PPX, è una retta ortogonale alle
generatrici di R, la quale è dunque una conoide retta.

5. In ultimo, esporrö una dimostrazione, che mi pare molto
più breve di quelle già note, délia proprietà che se una rigata B
possiede più di due asintotiche a torsione costante, essa è l'elicoide
di area minima (3).

Supposto che G, Cn C2 siano su una rigata B tre asintotiche

curvilinee di torsione costante „, -=-, -—" rispettiYamente,ponendo,
i %

secondo la formula (IV) :

1 1 fion a

(k11 fcg costanti)

puö

1
TTX

1

V
assumersi :

sen* o
t 2

^ — k à s e n cX9

1

U =

sen c3

sen ax

ed i sistemi (I) corrispondenti aile coppie (C, C^, (C, C8) sono ora:

sen@ [du ~*~ p/ ^~ sen GX \kx
 H T~

e T aualogo, mutando F indice 1 in 2. LJ eliminazione (Ji 0 fra le
prime rispettive equazioni e fra le seconde, dà le "due relazioni :

m *f l1 . ° ° B M - 1 l1 • 0 O B g » \

T\ d ( T \ (, T\ d ( T

La prima (*) è in termini' fîniti, la seconda^ integrajido, ne dà

(3) Cfr. M. PICONE ; Ricerca delle superficie rigate provvjstè di asinto-
tiche a torsione costante. * Kote e Memorie del Oircolo Maiematico di Ca-
tania » - Vol. I, Fasc. 3°, 1924.
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*m' altra, gure in termini fini-ti :

h denotandq una costante arbitraria.
IJ eliminazione [di er, f ra (*) e (**), conduce ad una relazione

'della forma :
F(v„.kx, kt) T, h) = 0,

onde derono essere costanti <r, e al e allora la seconda equazione
dei sistemi precedent^ dà :

cos 0" = 0, - © = 5, - = costante,
à p

€ioè la rigata R è necessariamente una elicoide d'area minima.


