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Un esempio nella teoria délie trasformazioni piane.

Nota di JAURÈS CECCONI (a Pisa).

Santo* - Si dà un esempio di due trasformasioni piane continue a varia-
sione limitata, aventi lo stesso contorno, per le quali le funsioni carat-
teristiche di molteplicità relativa differiscono in un insieme di misura
piana positiva,

Sia A il quadrato unitario 0 < < 1 del piano uv e sia

T: x = x(ii, v), y = y(u, v) (u, v)eA

una trasformazione piana ivi definita.
Se T è a variazione limitata (B. V.j puö considerarsi [L. CE-

SARI [1]] la « funzione caratteristica di molteplicità relativa »
n(x, y; T) délia trasformazione T, la quale ha una naturale appli-
cazione nella formula di trasformazione degli integrali doppi [l]fc

Una analoga funzione di molteplicità relativa, v(x, y; T), è stata
introdotta, allo stesso scopo, da T. BADO [3], e le funzioni n{x, y; T),
v(x, y; T); corne ho fatto yedere in un précédente lavoro [2]; coin-
cidono quasi ovunque nel piano xy nella ipotesi che T sia assolu-
tamente continua (A. C).

La funzione n{x, y; T) gode, fra Taltro^ délia proprietà espressa
dal seguente

TEOEEMA [L. CESARI [1]]. — Se T è B. Y. in A e se C è Pim-

magine del contorno di A secondo T allora per quasi ogni punto-
del piano xy che non appartenga a C si ha

n(x, y] T) = 0(x, y; G)

esetendo O(o3. y; G) l 'indice topologico del punto (x, y) rispetto a CL
Da questo teorema segne in particolare che se C occupa nel

piané xy un insieme di misura piana nulla allora è quasi ovunq ue-
nel piano xy,

n(x, y; T) = 0(x, y; 3).

Ne segue anche che se C è di misura piana nulla e se T3 e T2

sono due trasformazioni piane continue aventi C per contorno h
quasi ovunque nel piano xy

n(xy y; T1) = n(xl y; Ts).

Nessuna informazione si ha invece, per quanto è tb tni» cono-
scenza, sul caso in cui C occupi un insieme di misura piana po-

sitiva.
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Mi propongo in questa nota di dare un esempio di due trasfor-
mazioni piane Tl e Tt aventi lo stesso contorno 0 per le quali è
n(x, y; ï7,)4= w(se, y; Tt) in un insieme di misura positiva.

Sia A il quadrato, sopra considerato, del piano un e siano A1,
At, As, A4 i quattro triangoli di vertici rispettivi [(0, 0), (1, 0),
(1/2, 1/2)]; [(1, 0), (1, 1), (1/2, 1/2)]; [(1, 1), (0, 1), (1/2, 1/2)]; [(0, 1),
(0, 0), (1/2, 1/2)]; in oui A è diviso dalle diagonal!.

Considero la seguente Jinea C immagine del contorno di A.
U immagine del lato 0 <; ̂  <C 1, <u — 0 è il segmento x = u, y = 0,

L'immagine del lato te = 1, 0 <; IJ <; 1 è il segmento os = 1,
y=zv, O^v^l.

L'immagine del lato 0<Z,u<^l, t> ~ 1 è una curva continua

r : x = y(u), y = 4*(w) 0 < u <; 1

semplice aperta che occupa un insieme di misura positiva, taie
che sia [<p(l), (̂1)] = (1, 1), [<p(0), +(0)] = (3/4, 1/4) e taie inoltre che i
punti di F appartengano ad un rombo di vertici opposti (1, 1),
(3/4, 1/4) ed interno al triangolo 4i vertici (1, 1), (1/2, 1/2), <7/8, 1/8)
del piano xy.

L'immagine del lato *e^=0, 0 < u < i è il segmento x = . v ,

» = |t», 0 < ^ < l .

Definisco Tx nel seguente modo.
Se (u, v)eAx pongo Txi x = u, y = 1;.
Se (u, v)sA% pongo Tr: x — u, y~v.
Per definire T in A3 considero intanto la trasformazione li-

neare del segmento di estremi (1/2, 1/2), (0, 1) del piano uv nel
segmento di estremi (1/2, 1/̂ ), ^/4, 1/4) del piano xy, e la trasfor-
maziojie lineare del segmento di estremi (1/2,1/2). (1, 1) del piano uv
nel segmento di estremi (1/2) 1/12), (1, 1) del piano xy.

In tal modo mediante, aAche, la trasformazione sopra definita
del segmento di estremi (0, 1), (1, 1) del piano uv nella linea V del
piano xy, risulta definita una trasformazione biunivoca e bicon-
tinua del contorno del triangolo A% del piano uv nella linea sem-
plice chiusa, sia essa Cl9 formata da F e dai segmenti di estremi
rispettivamente (1, 1), (1,2, 1/2); (1/2, 1/2), (3/4, 1/4).

Tn virtù di un noto teorema di SCHOENFLIES [6] ne discende
allora la possibilità di jârolungare questa corrispondenza biunivoca
e bicontinua fino ad Un omeomorfismo degli interni di Az e di Cj
cbe Bi riduce al dato fra ijt contorno di À3 e Cl.
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Sia
Tx: x = xl(u, v), y-

quosta trasformazione.
Definiseo infine T, in AA in modo che essa sia lineare e faccia

corrispondere ai punti (0, 0), (0, 1), (1/2, 1/2) del piano uv i punti
{0. O., (3/4, 1,4), (1/2, 1/2) del piano xy rispettivamente.

IVr il modo corne è definita Tx risulta continua in A.
Essa risulta altresï a variazione limitata poichè la funzione ca-

ratteristica di molteplicità assoluta k(x, y; 2\) risulta sommabile
ce

nel quadrato 0 < <: 1 del Jpiano xy.
•y

Cio si vede immediatamente ricordando che, secondo î7. RADÖ [3],
k[.r. y; TJ da il numero degli e. m. m. c. [3] di (x, y) secondo T,
in A.

Taie numero è minore od uguale al numero degli m. m. c. [3]
di [x, y) secondo Tï in A ed è perciö <C2.

È inoltre in virtù di un teorema di P. Y. BEICHELDERFER [5]
e di un mio risultato [2]

n\Xi y, x x) — te {x, y, î^ — te {x. y., î^

essen do k+(x, y ; TJ [k~(x, y ; T,.)] il numero degli e. m. m. c. y
di (x, y) secondo Tl in A ognuno dei quali ha la propriété che in
ogni insieme aperto O con ten ente y esiste una regione di JORDAN

i? di connessione finita taie che y d B\ RCZO-A, 0{x. y; R°) > G
[0(x, y; i ?° )<0] .

Ne viene perciö che in ogni punto (se, y)zV si ha

n(xy y; 2\) = 1.

Passo ora a definire la trasformazione T2.
Se (te, v)&Al

Tt: x — xt(U) v), y = yt(u, v) (u, v)tAx

è la trasformazione lineare che fa corrispondere ai punti (0, 0),
(1, 0), (1/2, 1/2) del piano uv rispettivamente i punti (0, 0), (1, 0),
(7/8, 1/8) del piano xy.

Se (u, v)eAt

è la trasformazione lineare che fa corrispondere ai puiixi (1, 0),
(1, 1), (1/2, 1/2) del piano uv i' punti (1, 0), (1, 1), (7/8, 1/8) del
piano xy.

Per definire Tt quando {u> V)EAZ considero ihtanto la trasfor-
mazione lineare del segmento di estremi (1, 1); (1/2, 1/2) del piano
uv nel segmento di estremi (1, 1), (7/8, 1/8) del piano xy e la tra-
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sformazione lineare çlel segmenta di estremi '(61 1), (1/p, 1/2) del
piano uv nel segmento di estremi (3/4, 1/4) (7/8, 1/8) del piano xy.

Tenendo anche conto délia trasformazione, sopr# definita, del
segmento di estremi (0, 1) (1, 1) del piano uv, nella curva F del
piano xy, yengo cosï ad ayere definita una trasformazione Muni-
voca e bicontinua del contorno del triangolo A3 nella linea sem-
plice chiusa C8, del piano xy, costituita dalla linea F e dai se-
gmenti di estremi (3/4, 1/4), (7/8, 1/8) ; (7/8, 1/8), (1, 1).

In Tirtù del sopra citato teorema di SCHOENPLIES è possibile
estendere taie trasformazione biunivoca e bicontinua ad un omeo-
morfismo degli interni di Ad e di C3, che si riduce al dato sul
contorno di Az e su C8.

Sia
T8: x — xt{u, v), y = y%{u, v) {u, v)eA3

questa trasformazione.
Definisco infine Tt in A4, corne quella trasformazione lineare

T%: x = x%{u, v), y = y%{u9 v) {u, v)sA4

che fa corrispondere ai punti (0, 0), (0, 1), (1/2, 1/2) del piano uv
rispettivamente i punti (0, 0), (3/4, 1/4), (7/8, 1/8) del piano xy.

La trasformazione Tt chè risulta cosï definita è continua.
Con lo stesso ragionamento di sopra si riconosce che in ogni

punto del quadrato 0 < < 1 è

k(x,y; T2)<Ç1,

essa risulta percid a variazione limitata.
Con il medesimo ragionamento di sopra si riconosce anche che

in ogni punto di F è
nfa y ; T%) = 0.

Poichè Tj e Tt hanno il medesimo contorno il nostro asserto
è provato.
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