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Meccanica non-lineare.

Conferenza di N. MiNoRSKY (2 Aix en Provence (¥)).

Sunte. - Si riassumono ¢ metod: de POINCARE, VAN DER PoL, KRYLOFF
e BoGOLIUBOFF per lo studio delle oscillaztoni non lineari e le ricerche
delia scuola russa sulla sincronizzazione e sulla risuonanza non-lineare.

1. Introduzione. - B sorto, da circa vent’anni, un nuovo ramo
della Fisica Matematica, che si indica spesso col nome di « Mecca-
nica non-lineare» e che si occupa principalmente dei fenomeni
periodici retti da equazioni differenziali mon lineari.

Il primo impulso per lo sviluppo di queste ricerche si & avuto
con ! introduzione di circuiti contenenti tubi eletironici ed & me-
rito dell’olandese B. VaNn pErR PoL laver richiamato su esse la
attenzione dei fisici ed avere indicato un’equazione differenziale
non lineare che oggi porta il suo nome e che rappresenta un
gran numero dei fenomeni in discorso.

Le ricerche ora accennate sono state riprese pilt tardi (verso
il 1930) in TU.S.S.R. da un gran numero di matematici e fisici
sotto la direzione generale di L. MANDELSTAM ed N. PAPALEXI,
come risulta da numerosi e importanti lavori pubblicati fra il 1930
e Vinizio della seconda guerra mondiale.

(%) 11 prof. TrICOMI ip una sua lettera del 24 ottobre 1950 mi fa notare
che la formula (20') sussiste per n=2,..,9 ed [(n+2)/6]+1<<r<<[n/2].

(*) Conferenza tenuta al Seminario Matematico dell’ Universitd di Bo-
logna il 28 gennaio 1950.
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Dopo la guerra studi analoghi furono organizzati in . 8. AL
grazie alla iniziativa del « Office of Naval Research» e sono abati
ottenuti altri importanti contributi.

Essi si fondano sui lavori classici di H. POINCARE sull’esistenza
di soluzioni periodiche di equazioni differenziali non-lineari pros-
sime ad un’equazione lineare corrispondente o, utilizzando un
linguaggio meno preciso ma pili comodo, per equazioni la cui non
linearitd & debole. ’

Nonostante questa limitazione & stata possibile 'interpretazione
di un gran numero di fenomeni mon-lineari che erano noti da
tempo, ma che non potevano essere spiegati mediante le teorie
lineari.

Disgraziatamente non esiste tuttora nessun metodo analitico
adatto allo studio dei fenomeni « fortemente non-lineari » ; feno-
meni che si presentano quotidianamente nelle applicazioni ad
esempio nei circuiti cosidetti di rilassamento, nei multivibratori,
nei fenomeni di attrito meccanico, ecc. Solo in questi ultimi anni
gli sforzi dei due matematici inglesi M. CARTwWRIGHT e J. E. Lit-
TLEWOOD sone orientati verso quel difficile problema.

E impossibile, nelle poche pagine che seguono, esporre in
modo completo la meccanica mnon-lineare. La letteratura ora esi-
stente supera gid parecchie migliaia di pagine fra trattati, mono-
grafie, articoli originali, di cui un gran numero scritti in lingua
russa. Percid 1’autore si scusa se presenta solo una piccola parte
dell’immenso materiale gia accumulato per merito dei fondatori
di questo nuovo ramo della Fisica Matematica.

2. Punti singolari e loro interpretazione fisica. - I punti
singolari di una equazione differenziale (e. d. per brevitd) hanno
importanza mnotevole nelle applicazioni. Poich® la loro teoria pud
trovarsi nei trattati su equazioni differenziali (1) ci limiteremo
ad un breve riassunto in modo da richiamare alcune nozioni che
ci saranno utili in seguito.

Dato un sistema di e. d, della forma

dx

d
@ 1) G =Py =0y

si chiama punto singolare un punto x,, y, tale che P(x,, y,)=
= Qx,, ¥,) =10; ogni altro punto che non goda di questa pro-
prietad si chiama punto ordinario. Una e, d. del secondo ordine
pud essere ricondotta alla forma (2, 1) ponendo x=1y. Si dice
spesso che il sistema di equazioni del primo ordine cosl ottenuto
& un sistema equivalente (s. e.) all’equazione primitiva del secondo
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ordine. Per esempio la e. d. dell’oscillatore armonico mx + cx=0
scritta mediante il suo s. e. &:

da dy

Ga=Y —(i—t:-—w’x; ot =2

@ 2 =.

In questo caso & punto singolare I’origine =y —=0. In un

. dx ... dy o .
problema meccanico at ¢ la velocita, A&t = ae P’ accelerazione e

si vede cosi che un punto singolare & anche punto di equilibrio
proprieta questa valida in ogni caso.

Secondo la terminologia di PoiNcaRE i quattro punti singolari
principali sono: il centro, il fuoco, il nodo e il colle. I1 primo
rappresenta sempre uno stato di equilibrio stabile, il secondo e il
terzo possono rappresentare tanto stati di equilibrio stabile, quanto

4

NN

P——
Centro Fuoco stabile,
Fug. 1. Fig. 2.
A . B
X
¢ Jk \/
X
Z
I
B A
Nodo stabile. Colle.
Fig. 8. Pig. 4.

di instabile, 'ultimo rappresenta sempre equilibrio instabile. Esempi
di punti singolari di queste quattro specie sono dati dalle seguenti
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e. d. ben mnote. La 4+ wx=0 equjvalente al sistema r=4y,
9 = — wx ha per punto singolare un centro. La % + 2ha + w'z =0
equivalente al sistema x=gy, y = — 2hy — o’z ha, nell’ origine,
un fooco se h®< w* un nodo se h®>w?! fuoco e mnodo stabile o
instabile a seconda che h & positive o negativo. Infine la x — a’x =0
equivalente a a':_—-_y, y=a*x ha per punto singolare un colle.
In base alle ben note proprietd di queste e. d. si vede che il
moto di un sistema nelle vicinanze di un centro & periodico non
smorzato, mentre nelle vicinanze di un fuoco stabile, di un nodo,
e di un colle , rispettivamente, oscillatorio smorzato, aperiodico,
instabile. 11 comportamento delle curve integrali nelle vicinanze
di un punto singolare si rappresenta generalmente nel piano
delle variabili x, x, detto piano delle fasi. Le figurd da 1 a 4
mostrano la forma delle predette curve.

Nel caso di un centro nessuna curva integragle passa per il
punto singolare; tutte le curve sono chiuse e lo ctircondano. Nel
caso di un fuoco e di un nodo le curve penetranp in un punto
singolare e precisamente il punto figurativo B che si muove su
una di queste curve nella direzione prescritta dalle e. d., si avvi-
cina indefinitivamente al punto singolare per ¢ — oo (se il punto
& stabile) per ¢ — —oco (se & instabile). Nel case di un fuoco il
punto R si avvicina al punto singolare senza nessuna direzione
determinata, perche la spirale ruota infinite volte intorno ad esso.
Nel caso di ur’ nodo invece R si approssima al punto singolare
in qualche direzione definita come dimostra la figura'3. Nel caso
di un colle le curve integrali non passane, in generale, per il
punto singolare, salvo le quattro curve integrali e singolari A0,
A’0, OB e OB’ dirette secondo gli assintoti delle curve integrali
iperboliche. Su queste linee assintotiche il moto & pure assintotico.

Dato un sistema di e. d. lineari:

Z;_-:ax—f-by; = cx + dy

d.

dy
dt
si dimostra (vedi bibliografia) che mediante la trasformazione di
variabili {=oax + By, n=yx + 3y si pud ricondurre (2, 3) alla
forma canonica :

df - d
@ 9 a="St =58

purchd S, ed S, siano radici dell’equazione eaniiitenistica :
(2, 5) = (8 4 d)S + (ad — o) =0



MECCANICA NON-LINEARE 317

e purche l: g':{:O Nell’ applicazione si incontra sempre il caso

in cui S, ed 8, sono radici distinte; i casi eccezionali studiati
teoricamente (2) sono stati poco considerati nelle applicazioni.

La forma delle radici di (2, 5) indica la natura dei punti sin-
golari in questione. Se §, e S, sono reali e dello stesso segno si
ha un nodo (stabile se S, <0, S, < 0) se di segno opposto si ha
un colle. S8e 8, e S, sono complesse coniugate si ha un fuoco
(stabile se R (S,) << 0, instabile nel caso contrario). Infine se S,
e S, sono immaginarie pure si ha un centro.

Dato poi un sistema di e. d. non lineari della forma:

d d
(2,6 F=ar+by+Pa,y); g =cx+dy-+ Qs y)

dove P, e @, sono polinomi di « e y che non contengono né ter-
mini costanti, n® termini lineari, lo studio della stabilithk si ricon-
duce ai casi gid considerati, come & stato dimostrato da Lrarou-
NOFF (3).

Si pud rendersi conto intuitivamente di cid notando che le
condizioni di equilibrio dipendono da quanto accade nelle vici-
nanze di un punto singolare siecch®, al limite, solo i termini
lineari determinano la natura dell’ equilibrio stesso.

3. Cicli limiti di Poincaré. - PoiNcaRE ha provato (4) che le
e. d, non lineari del tipo (2, 6) che si presentano mnelle questioni
di meccanica non-lineare possono avere, sotto certe condizioni,
soluzioni periodiche che egli ha chiamato « cicli limiti ». Nel
piano delle fasi queste soluzioni sono rappresentate da curve
chiuse di cui ora preciseremo le proprietd.’

Supponiamo esista una curva integrale chiusa C (nel piano
delle fasi) e che esista un’altra curva non chiusa C’ che goda

R

Fig. 6. Fig. 6.

‘della seguente pﬁbi)tiéta: quando { -- oo oppure t — — oo il
panto R che si mudye su C’ si approssimi a C. In altre parole
preso un nuimero ‘s “arbitrario sia sempre possibile trovare un
valore {, tale che il punto w(l), y(f) su C’ si\trovi, per ogni > %,
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o per ogni ¢ <<t, ad una distanza d<C: da qualche punto di C.
Dal punto di vista intuitivo cid significa che ¢’ & una spirale
che si avvolge su una curva chiusa C o per t—oco o pe'r te—s —oo
(fig. 5 e 6). Se esiste una curva integrale di questo tipo la chia-
meremo ciclo limite, che sarhd stabile mel caso della fig. 5 insta-
bile per quello della fig. 6. Si pud indicare con facilith qualche
esempio in cui & possibile provare rapidamente la esistenza di
cicli limiti. Si consideri infatti il sistema di e. d. seguenti:

dx x
a—t=y+——vz -1 - @ +yY);
y d .

esso ammette una soluzione rappresentata da una curva chivsa
tipo ciclo limite come si trova facilmente usando le coordinate
polari e si dimostra che il ciclo limite & un cerchio di raggio uno
con centro nell’origine, mentre le curve C’ non chiuse sono spi-
rali che si avvolgono su detto cerchio dall’interno e dall’ esterno.
Le spirali interne si svolgono dal centro del cerchio che ora si
comporta come un fuoco instabile. In modo analogo si prova che
il sistema:

%:——y+w(x’+y’—1); %:x+y{m’+y*—1)

ammette un ciclo instabile: il cerchio di raggio uno con centro
nell’ origine, che si comporta ora come un fuoco stabile.

Si vede facilmente che un ciclo limite e un punto singolare
del suo interno, formano un insieme che descrive il moto del
sistema da { =%, a {=—oc per il ciclo stabile a t =%, a { =— oo
per il ciclo instabile.

Se una curva infegrale, con orientamento indicato della e. d.
si considera come una linea di corrente, si ottiene una utile ana-
logia che permette di rendersi conto delle relaziomi che esistono
fra i punti singolari e i cicli limiti del piano delle fasi. Da questo
punto di vista gli elementi instabili dell’insieme ciclo limite punto
singolare si comportano come sorgenti (meglio sorgenti positive)
per queste linee di corrente, mentre gli elementi siabili agiscono
come pozzi o sorgenti negative, in quanfo, in questi elementi,
spariscono quelle linee. Detta analogia permette di rendersi conto,
intuitivamente, di una situazione pii complicata, che si ha quando,
compe accade talvolta mnelle applicazioni, esiste piui di un ciclo



MECCANICA NON-LINEARE 319

limite. Poiché gli elementi stabili e instabili si alternano si pud

ottenere una configurazione come da fig. 7: un punto singolare

stabile S & circondato da un ciclo insta-

bile (punteggiato in figura) C,, a sua vol-

ta C, & contenuto all’interno di un ciclo

stabile C,. Poich® 1’ ultimo ‘elemento in-

stabile ¢ C, da questo partono le curve

integrali che si avvolgono su S e su C,

punti e cicli stabili. Una configura-

zione di questo tipo si incontra nelle ap-

plicazioni a proposito della cosl detta

Cz auto-eccitazione dura (hard-self excita-

Fig. 7. tion). Un sistema di questo genere in-

fatti mon pud eccitarsi spontaneamente,

ma, sotto la influenza di un urto che porta le condizioni iniziali

oltre il ciclo limite instabile, il sistema si pud eccitare e rag-
giungere C,, dove rimane permanentemente.

La differenza essenziale fra un movimento periodico di un
sistema lineare (per esemplo pendolo semplice) e il moto analogo
del tipo «ciclo limite » sta che nel primo caso il moto & definito
dalle condizioni iniziali, mentre nel secondo & indipendente da
tali condizioni. Infatti qualunque siano le condizioni iniziali il
moto sul ciclo limite & sempre identico.

Numerosissimi sono gli esempi di moti conformi a queste pro-
prietd tipiche dei cicli limiti. I pil studiati sono quelli relativi
ai circuiti con tubi eleftronici generatori di oscillazioni persistenti.

Altri esempi si hanno nelle oscillazioni parassite che spesso si
innescano spontaneamente nei sistemi elettromeccanici di comando.
Si pud dire che, in generale, ogni qual volta si incontra una
oscillazione « autoefficiente» posto il problema in equazione si
riconduce sempre a un ciclo limite.

Disgraziatamente data una e. d. non lineare equivalente a un
sistema del tipo (2, 8) &, in generale, impossibile stabilire I’esi-
stenza di un ciclo limite in base alla forma della equazione stessa.
Esistono tuttavia un certo numero di criteri indicati da PoINCcARE®
fondati sulla teoria degli indici (5) che perd danno solamente le
condizioni necessarie per Vesistenza di un ciclo limite. Hsiste
inoltre un teorema dovuto a BENDIXON (6) che da una condizione
necessaria e sufficiente per 1’esistenza del ciclo limite, ma la sua
applicabilitd & molto limitata.

4. Metodi di approssimazione. - Le difficolta che si incontrano
nella ricerca delle soluzioni periodiche mediante i metodi diretti
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hanno indirizzato gli sforzi dei fisici verso lo sviluppo di metodi
di approssimazione che permettono di risolvere il problema con
il grado di precisione desiderato. Hsistono tre metodi dovuti
rispettivamente a POINCARE (7), VAN DER PoL (8) e KRYLOFP
BoGoriuBorr (9); il loro sviluppo storico ha seguito 1’ordine ora
indicato.

a) Metodo di Poincaré. — Invece di considerare le equizioni
sotto la forma (2, 6) prendiamo in- esame la seguente e. d.:

4, 1) x + &= pf(z, ).

B in questa forma che in generale si incontrano, nelle appli-
cazioni, le e. d. non lineari. In questa equazione f(x, ) ® una
funzione non lineare delle variabili « e x, x un parametro che
supporremo piccolissimo. Notiamo anzi che i metodi ora citati
sono applicabili solo in questa ipotesi. ¥l chiaro che se =20, {4, 1)
rappresenta la e. d. di un oscillatore armonico ed ha una infinita
di soluzioni periodiche dipendenti da due costanti arbitrarie. Nel
piano delle fasi queste soluzioni sono rappresentate da una fami-
glia di cerchi avente 1’origine come centro. L’origine & percid un
punto singolare del tipo ceniro. Possiamo scrivere le soluzioni
sotto la forma generale x = x({, k), y:a'c:y(t, k) e in tal modo
si indica che 1’ampiezza k& & un parametro delle curve integrali.

Nel caso w==0, ma piccolo, le soluzioni, se esistono, saranno
della forma x==x(¢, v, k), y=y(f, », k). Si ha intanto una rela-
zione fra i valori iniziali:

4, 2) 0, u, k)"_'x(ox 0, k) +B,; y(O, u, k)= y(o 0, k) + B,

le quantitd 8, e B, sono funzioni di p tali che B,(0)= §,(0)=0.

Inoltre una delle § si pud porre uguale a zero mediante una
opportuna scelta dell’origine del tempo. Queste quantity § si con-
siderano anch’esse come parametri, sicch® la forma generale delle
soluzioni sara:

x=wal, @, B, B, ¥) y=ylt, s By, By, F)s

uguagliando a zero una delle § (ad esempio §, e posto B, =) la
condizione di periodicitd si scrive:

x=a(T 4+, n, 0, 8, k) — (0, 1, 0, B, By =b(v, », B, {)=0
Yy=y(T +r~, p, 0, ﬂ, B} =90, v, 0, B, k) =iz, », B, K)=0
dove 7t & una correzione non hneare del periodo 7'=—2= del pro-

blema lineare (w—=0). B evidente’ ‘che © & una funzione di ¢ tale
che ©(0) = 0.

(4, 4)
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Per separare le soluzioni periodiche del problema non-—ﬁneare
da quelle del problema lineare, scriviamo le (4, 4) nella forma:

(4,5) @, u, B, B)=pd,(r, 1, B, k)=0; ‘l’(f, y B, k): P‘"P;(Ty % B, k) ==0.

Di conseguenza, se esistono soluzioni periodiche del problema
non-lineare deve essere:

“, 6) D7, 1, 8, £)=0; “!‘1(“'9 # B k)=0.

Le funzioni t(p), 8(1x) possono essere rappresentate da serie della
forma :
{4, 7) () = myp. + npd + . Blu) = m,p + myp2 ..

D’ altra parte sviluppando ®@,, ¢, intorno al valore ®,,, ¢,, da
essi assunto quando 7, B, « sono nulli si ha:

4,8 o, =0, +ap+br+cf..=0; ¢ =¢,+ap+brtcf.=0

sostituendo =, 8§ in (4, 8) mediante la loro espressione (4, 7) e te-
nendo conto solo dei termini del primo ordine in i si ha:

4,9 &, =+ wa+bm+cm)=0; ¢ =+ wia,+bmitcm)=0
queste due equazioni con due incognite m ed m, indipendenti da p
b ¢
b, ¢ l:*: 0

L]
Siccome b:aa—_rl ecc. Pultima condizione si pud scrivere sotto

v
la forma: | a(®,, ¢,) ] (<, B) | §=0.

Se le predette condizioni sono soddisfatte esiste una soluzione
periodica del primo ordine quando p==0 ma piccolo. Questo pro-
cedimento si generalizza per le approssimazioni di ordine supe-
riore (7).

I1 metodo di PoINCARE consiste nel cercare di soddisfare (4, 1)
mediante la serie ;

(4, 10 x = x,(t) + AB, + BB, + Cp + Dfpu + Ep,p + Fy*...

possono essere risolte se ®,,=1¢,, =0 e se

dove x,(f) & una funzione periodica soluzione di (4, 1) quando u=20
detta soluzione generatrice. I coefficienti della serie sono funzioni
periodiche di #. Sostituendo in (4, 1) i valori di x, =, %, ricavati
da (4, 10) e sviluppando f(x, a}:) in serie di TAYLOR nelle vicinanze
delle soluzioni generatrici x,, x,’, identificando i coefficienti di y
Bys By, By si oftiene un certo nmumero di e. d. A seconda che si
cercano le soluzioni del primo ordine, del secondo ordine ecc.
si prenderd un numero appropriato di termini della serie (4, 10).
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Se I’approssimazioue si limita al secondo ordine si ottengono
sette. e. q. di cui una sola identicamente soddisfatta, le altre sei
sono :

A+A4=0, B+B=0, (- C=f(x,, %), jj-pD:(?f) A+(a—f)jt
[\

(4,11) " )l
E+E=(a—f)B+(i)E 17;+F:(g)0+(51)(')’
o/, o, ox/, ox
AN (AN . o .
dove |— —) indicano le derivate parziali rispetto alle variabili
0%/ \px/o

indicate in cui poi a = e @ si sostituiscono x,, ,.

La forma della serie adoperata impone (affincheé x=(0)=—8,,
x(0) =y(0) =B,) A(0f=1, B0)=1, e nulli tutti gli altri valori
iniziali. Si ha cosl:

A —cost, B =zsent{.

Le altre quattro e. d. sono della forma » + v = V(f) con le
condizioni iniziali #(0)=v(0)=0;le loro soluzioni possono percid

sceriversi:
t

o(f) = [ v(u) sen (£ — u)du.

0

Risolvendo successivamente il sistema delle (4, 11) si possono
calcolare C(t), D(f) ecc.; poich® () e x(f) devono essere periodiche
di periodo 2r 47 e v & dellordine di u & facile vedere che C(2r)
deve essere nulla mentre con calcoli lunghi ma semplici si
C(2r)

ha 1= —
.7

Quindi :

4, 13) C@2r) = — [ f(k cos u, — & sen u)sen u du =0
6

4, 14) T= C(I’:")

2n
= %/f{k cos u, — k sen u) cos u.
0

E queste equazioni permettono il calcolo dell’ampiezza della
soluzione generatrice e della correzione del periodo.

Ad esempio applichiame questi risultati all’equazione di Van
DER PoL
(4, 15) x—pl —atr+2=0

equivalente alla (4, 1) purch® si ponga Wl — xt)e = flz, ).
Essa ha come soluzione generatrice x,=—=1Fk cos , y = — ksen ¢.
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Di conseguenza si ha:

2n
2
C@2r) = — [(1 — k*cos® ik sen?{ dl = — kn(l — %) =4
0

da cui k=0 o k=2. Il primo valore corrisponde ovviamente ad
una posizione di equilibrio, 1’altra &, a meno di termini in p
Pampiezza della soluzione cercata. Per determinare il carattere
del)’ equilibrio si riduce, conforme al numero 2, le (4, 15), in cui
omettano i termini non lineari, ad un sistema equivalente e pro-
cedendo coi metodi del paragrafo sopra citato si trova che ’equa-
zione corrispondente a (2, 5) ha radici complesse coningate con
parte reale positiva, il punto d’ equilibrio & percid un tuoco
instabile.

La (4, 14) da per V’equazione di VAN DER Pon ©=—0 cioe in
prima approssimazione & lo stesso come nel caso p=0 di modo
che la soluzione &, a meno di termini in w, della forma x =2 cos ¢
Nel piano delle fasi il ciclo limite stabile soluzione di (4, 15) &
rappresentato, in prima approssimazione, da un cerchio di raggio 2,
il cui centro & un fuoco instabile.

Procedendo al calcolo delle approssimazioni successive sorgono
delle armoniche ed una correzione per il periodo, ma i calcoli
sono molto lunghi. Del resto il metodo di PoINCARE & stato svi-
luppato con uno scopo completamente diverso da quella che ora
ci interessa.

5. Metodi di Van der Pol e di Kryloff-Bogoliuboff (K. B.) -
Questi due metodi sono basati sul procedimento ben noto della
« variazioni delle costanti » (LAeGRaNGE). Nel metodo di VAN DER
PoL si prende la soluzione della forma:

G, 1) x=Acost+ Bsent,

con A e B variabili. Invece nel metodo di K. B. si utilizza per
la soluzione la forma:
5, 2) x = a sen (of + D)

dove a e ® sono funzioni del tempo sottoposte alla condizione
@ = aw cos (wf + ) il che porta alla equazione :

(5, 3) a sext (vt + ®) + da cos (wf + ) =0.
Scritta la (4, 1) nella forma (w*® costante):

5, 4) X+ e + pfie, 2)=0
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€ sostituendo in essa x e @ e posto per brevitd wi+ ® =+ si ha:
(5, B) aw cos Yy — awd sen y + pf(a sen y, aw cos y)=0.
Risolvendo rispefto a @ e @ il sistema formato dalle equazioni
(5, 3) e b, b) si ha:
. @
a=—- flaseny, awcosy)cosy;

p
P = (mf(a Sen Y, v CO8 Y)sen y.

Da queste equazioni si vede che @ e @ sono piccole percid le
S 3 . . . 27
variazioni di @ ¢ ® sono in un periodo di tempo T =— molto

piccole. Si potrd percid, sempre durante questo periodo, ritenere
a secondo membro delle (b, 6) a e ® costanti, e in parficolare
dy = wdt.

Si avrd cosl integrando da ¢ a ¢+ T e dividendo poi per T

2n
t+ T)—aft —
ﬂ_’f_}__a(_) — §_r_u_*:‘)ff(a, sen y, aw cos y) cos ydy
- 0
St+ T Dt "
(£ + %—— {#) — 2:waff(a sen y, aw cos y) sen ydy.
0

Se si studia il moto di un intervallo di tempo che contenga
molti periodi si possono sostituire le equazioni precedenti alle
differenze finite, con le seguenti e. d.

2n
da
{5, 10) F= 2—:—; / flaseny, aw cosy) cos ydy = X(a)
¢
2n

d
{6, 11) d—z =uw +—§T§;—w/f‘(a sen y, aw cos y)sen ydy = w + Aw = Q(a).
0

La variabile y pud essere considerata come la fase fctale, Qa)
la frequenza mnon lineare e Aw la correzione mon lineare della
frequenza. L’ ampiezza stazionaria & data da:

{5, 12) X(a.) =0

8i ritrovano cosl (ponendo Y=u-+ g—) gli stessi risultati ottenuti

col metodo di POINCARE.
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Per le approssimazioni di ordine superiore KRYLOFF e Bowo-
fLIUBOFF impiegano il metodo ben noto di LinpsrteD (10).

PARTE SECcONDA - APPLICAZIONI

Oome esempio di applicazione dei metodi precedenti indichiamo
1a spiegazione di due fenomeni molto importanti: la sincronizza-
zione e la risonanza non lineare.

6. Sincronizzazione. - Si abbia un sistema meccanico o elet-
trico autoeccitato, non-lineare, oscillante su una frequenza w,. Se
agisce dall’esterno una forza di frequenza w, si ha che il classico
feuomeno della interferenza delle due frequeuze w, e ©w, non
avviene conforme alla teoria lineare, ma si presenta nel se-
guente modo.

La frequenza dei battimenti w, —w, non si annulla solo se
@, =w, ma anche quande w, —w; non supera, in valore assoluto,
un certo numero Aw.

Questo fenomeno si chiama sincronizzazione o anche trascina-
mento (entrainement) delle due frequenze.

Vax pEr Pown (11) ha studiato il fenomeno applicande alla
griglia di un tubo elettronico auto-eccifato con frequenza «, una
forza elettromotrice esterna di frequenza w,. Senza entrare in
dettagli dello schema di VAN DpErR PoL basta osservare che rap-
presentando approssimativamente la caratteristica di un tubo
oleftronico mediante un pelinomio di terzo grado, si giunge ‘ad
una e. d. del tipo:

(6, 1) 0 — av + 10° + w0 = Buw,? sen v,t

-dove v & una variabile proporzionaie al voltaggio applicate alla
.griglia del tubo elettronice, «, y, ®,% B Bono costanti che si espri-
mono in funzione dei parametri del circuito oscillante e del tubo.

Van DER Pon cerca la soluzione di questa equazione mnella

'

forma :
(6, 2) v =0>, sen w,? + b, cos w,i.

Nel regime a due frequenze 8, e b, sono funzioni di # che
variano lentamente se w, & vicino a v,. Se avviene la sincroniz-
zagione rimane una sela frequenza; in questo caso b, e b, diven-

gono costanti.
Posto (6, 2) in (8, 1), se si trascurano le derivate seconde di b,

© b, si ottiene un sistema di prima approssimazione del tipo:

1, 3) 'z‘x ::P(bn bz) bz = Q(b,, b,)

21
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ciod della forma (2, 1); applicando, come hanno fatto i russ¥
ANDRONOW e Wirr {12) le considerazioni indicate mnel predetto

2wy — w,)
®

paragrafo si trova che se ® interno ad un intervallo-

(—a,, a) (@, ® un numero stabilito mediante il calcolo), il sistema.
(6, 3) ha tre punti slngolan di cui uno solo stabile, mentre se-
2wy — ©y)

o
instabile. Nel primo caso b, e b, tendono ai valori assunti mnel
punto singolare stabile e percid la soluzione di VAN DER Por si
approssima ad una soluzione stazionaria con la sola frequenza w,.
Si ha cosl sincronizzazione e la condizione sopra esposta determina
I’ampiezza della zouna di sincronizzazione.

Nel secondo caso b, e b, variano su un ciclo limite, 1a cui esi-
stenza si pud provare col metodo di BENDIXON e sono ¢osl presenti
ambedue le frequenze w, e w,. Queste deduzioni |teoriche suno-
state confermate da esperienze eseguite in T.R.S.S, dal. 1930
al 1939,

& esterno a questo intervallo, ha un solo punto singolare-

7. La risonanza non lineare. - HELMHoLT% (13) bha per primo-
osservato che in un sistema non lineare e sotteposto all’azione di
frequenze w, e w, oltre le frequenza dello spettro di FoUriEr
compaiono anche frequenze della forma ©,—=mw, 4+ nw,' in cui m-
e » sono numeri interi.

Le frequenze w, si chiamano coné di combinazione (in inglese-
combination tones).

X facile rivelare queste frequenze applicando alla griglia di
un tubo elettronico un voltaggio della forma » = v, + v, =
== ¥,fC08 v, + cosw,l}; se la caratteristica non lineare del tubo si.
esprime medlante un polinomio di terzo grado & facile vedere che-
sostituendo il valore di v in questo polinomio, oltre’ alle frequenze, @,
e w, e quelle dello spetiro di FouRIER si- presentano agche le seguentl
frequenze di combinazione ©, 4 w,, w,— w,, 20, 4+ ay, 20, —w,
20, 4+ 0, 2w, —w,.

Se un sistema elettrico non-lineare, aufoeccitato compie oseil-
lazioni libere con una frequenza w, ed & sojstdposto ad - una forza
eletiromotrice esterna di frequenza vy ‘pud-aversi' risonanza sui
diversi valori di w,. In particolare pnb aversi una risonanza su

oy
una frequenza % volte piill piccola di w, se wj== 7'; Siccome questi

fenomeni some, in generale, accompagnati dal” fenomeno della
sincronizzazione, esistono certe zome, in cui detta risonanza pud
essere osservata.

L. ManDELsTaM e N. PAPALEXY (14) partendo dalla teoria di



MECCANICA NON-LINEARE 327

PoincaRE hanno dato una teoria del predetti femomeni. Lie loro
conclusioni teoriche hanno trovato conferma sperimentale in una
serie d1 ricerche su questo argomento (15).

11 punto di partenza di questi studi & I’e. d. della forma:

7, 1) x + x = pf(x, x) + A, sen ut,

Con procedimento dettagliato (che qui omettiamo) si puo dimo-
strare che un’equazione di questa forma si riconduce al funziona-
mento di un circuito elettronico autoeccitato in cui sulla griglia
del tubo agisce oltre le reazioni interne, la forza elettromotrice
\osennt. Se p.—=0 (7, 1) ha una infinita di soluzioni della forma :

A
x = a, sen t —bocost+1—__"—n—, sen nt.

I1 metodo predetto consiste nel soddisfare (7, 1) quando w®==0
con una variabile x della forma:

A
x = u(x) sen t — v(x) cos § + i _°n, sen, nt

e determinare # e » in modo che # — a,, v — b, quando w — 0.
Se tale passaggio al limite & possibile diremo che (7, 1) possiede
una soluzione principale che si identifica con la risonanza non-
lineare. Tuttavia 1’esistenza della soluzione principale mon & che
una condizione necessaria di questa teoria. Per poter affermare
che tale soluzione rappresenta il fenomeno fisico della risonanza
non lineare occorre che essa sia stabile. Il problema si decompone
percid in due parti: a) ricerca delle condizioni per cui esiste la
soluzione principale, b) la stabilita di questa soluzione. Indichiamo
la via seguita da MANDELSTAM e PAPALEXI per stabilire la parte «)
delle loro ricerche. per b) riporteremo solo i risultati perche lo
studio completo ci porterebbe troppo lontano.

Si prova facilmente che, introducendo anzitutto una variabile
ausiliaria

A
@, 4 = — 1_°n2 sen ni
e poi due altre variabili v e v legate a z dalla relazione:

w=zcost+zsent; v=zsent— zcosl,

la (7, 1) viene sostituita dal sistema di equazione del primo
ordine :

(7, 5) w=ud(u, v, cost; wv= ublu, v, {)sent
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dove:
4’(“, v, t):

nh,

1 —nt

A
(]
= {flusent — vcosit + {— senni, wcost +vsent—+

cos ni).

Notiamo che la variabile z & della forma (7, 3) grazie a questo
cambiamento di variabili.
Integrando (7, 5) si ha:
t t
(7, 6) u = u,, + ;qu»(u, v, f)costdt v=1v,+ q,J Y(u, v, t) sen tdt;
8 ¢

siccome la soluzione non lineare (se esiste) deve restare nell’in-
torno della lineare (. —0) se @ & piccolo si pud scrivere: (vedi 4, 2)

Uy =@+ uli) B =Db, + B)

in cui «(w), B(w) tendono allo zero per w — 0.
Sviluppando la funzione ¢ intorno ai valori a@,, b, e tenendc
solo conto dei termini del primo ordine si ha:

(7,7) Y, v, )= Yo, by, 1)+ a[g—ﬂ + p[z—:] + ,L[ZT‘E ?: " g% g—:] +

dove le derivate parziali comprese entro parentesi quadra sono
calcolate ponendo in luogo di w e v, a, e b,.
D’altra parte utilizzando la serie di POINCARE si pud scrivere:
% = &y + & + wC\(f) + paD,(t) + pBE,(l) -+ p2G,(l) + ...

OB o= by B+ WO+ oDy () -+ BB + Wi Gilt) +

e confrontando (7, 8) con (7, 6) in cui sia posto (7, 7) si ha

t ¢
City= [ Haor o, hoontdt Oty = [4an, by, t)sen tat
[ 0

t

(7.9 D - oft l;—‘ﬂ costdt Dy = / [Z—"‘] sen tdi

u

E\(f) :JIZ%] cos tdt E,(t) :éfig%] sen tdt.

Siccome si cercano soluzioni periodiche di periodo 2r, si deve
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porre u(2r) = u(0), v(2x) = 2(0) il che porta allo condizioni:

C,(27) + o«D,(2r) + BE,(2%) + pG,(27) =0
Cy(27) + aD),(2x) + BE,(27) + wG,(27) = 0.

Per determinare « e 8 da queste due equazioni bifogna avere:

2 2n
C,(2n) :fq»(a‘,, by, t)cos tdt =0 C,(2n) :«[dg(ao, by, t)sen tdt —0
4
0

0

e inolfre :
D,(8r) E,(27)
Do) Eyzm) | T
Per la seconda parte del problema — lo studio della stabilita

— si scrivono 1 equazioni alle variazioni ponendo u = u, + &,
v = v, + 7, trovando cosl il sistema

(7, 13) g—;:(wyu cos #)E + (g, cos B ; g;‘ = (b, sen tf + (wd, sen ).

Si applica « questo sistema di e. d. il procedimento classico (16)
che non riporteremo e con cui si ottengono le condizioni di sta-
bilita.

Applicando le formule precedenti al caso di un circuito in cui
f(x, @) pud ritenersi uguale ad un polinomio di secondo grado in x
moltiplicato per x o supponendo n—2 dopo lunghi calcoli si
giunge alle seguenti conclusioni. Lia risonanza non lineare a fre-
quenza meta della forza elettromotrice impressa pud aversi solo

per valori di % nell’ intorno della frequenza «, delle oscillazioni

libere del circuito, (intorno di cui si pud calcolare 1’ampiezza) e
per valori non troppo elevati della forza elettromotrice, risultato
questo paradossale dal punto di vista della meccanica lineare.
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