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Meccanica non-Iiaeare.

Çonferenza di N. MIJSTOBSKY (à Aix en Provence (*)).

Sunto. - Si riassumono i metodt dt POINCARE, Y AN DER POL, KRYLOFF
e BOGOLIUBOFF per lo studio delle oscillasioni non hneari e Ie rtcerche
délia scUola russa sulla sincront^sasione e sulla risnonansa non-hneare.

1. Introduzione. - È sorto, da circa veüt'anni, un nuovo ramo
della Pisica Matematica, che si indica spesso col nome di « Mecca-
nica non-lineare » e che si occupa principalmente dei fenomeni
periodici retti da equazioni differenziali non lineari.

Il primo impulso per lo sviluppo di queste ricerche si è aruto
con 1' introduzione di circuiti contenenti tubi elettronici ed è me-
rito delPolandese B. YAN DER POL Paver rîchiamato su esse la
attenzione dei fisici ed avere indicato un'equazione differenziale
non lineare che oggi porta il suo nome e che rappresenta un
gran numero dei fenomeni in discorso.

Le ricerche ora accennate sono state riprese piu tardi (verso
il 1930) in TL S. S. K. da un gran numero di matematici e fisici
sotto la direzione generale di L. MANDELSTAM ed N. PAPALEXI,

come risulta da numero si e importanti lavori pubblicati fra il 1930
e Pinizio della seconda guerra mondiale.

{6) II prof. TRICOMI io una sua lettera del 24 ottobre 1950 mi fa ncrtare
che la formula (20') sussiste per w=:2,...,9ed [(w-+-2)/6]-t-l<r<[»/2].

(*) Conferenza tenu ta al Seminarie Matematico dell'TJniversità di Bo-
logna il 28 gennaio 1950.
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Dopo la guerra studi analoghi furono t>rgànizzati $n
grazie alla iniziativa del « Office of Navaà Research» e
ottenuti altri importanti contributi.

Essi si fondano sui lavori classici di H. POINCARÉ sull'esistenza
di soluzioni pcriodiche di equazioni differenziali non-liheari proa-
sime ad un7 equazione lineare corrispondente o, utilizzando un
linguaggio meno preciso ma più comodo, per equazioni la cui non
linearità è debole.

Nonostante questa limitazione è stata possibile l'interpretazione
di un gran numero di fenomeni Wn-lineari che erano noti da
tempo, ma che non potevano esserê spiegati mediante Ie teorie
lineari.

Disgraziatamente non esiste tuttora nessun metodo analitico
adatto allo studio dei fenomeni « fortemente non-lineari » ; feno-
meni che si presentano quotidianamente nelle applicazioni ad
esempio nei circuiti cosidetti di rilassamento, nei multivibratori,
nei fenomeni di attrito meccanico, ecc. Solo in questi ultimi anni
gli sforzi dei due matematici inglesi M. CARTWBIGHT e J. E. LIT-
TLEWOOD sono orientati verso quel difficile problema.

È impossibile, nelle poche pagine che seguono, esporre in
modo completo la meccanica non-lineare. La letteratura ora esi-
stente supera già parecchie migliaia di pagine fra trattati, mono-
grafie, articoli originali, di cui un gran numero seritti in lingua
russa. Perciö 1' autore sï scnea se présenta* solo una piccola parte
deirimmenso materiale già accumulato per merito dei fondatori
di questo nuovo ramo della Fisica Matematica»

2. Punti singolari e loro interpretazione flsica. - I punti
singolari di una equazione differenziale (e. d. per brevità) hanno
importanza notevole nelle applicazioni. Poichè la loro teoria puö
trovarsi nei trattati su equazioni differenziali (1) ei limiteremo
ad un breve riassunto in modo da richiamare alcune nozioni che
ei saramio utili in seguito.

Dato un sistema di e. d, della forma

( 2 , 1 ) ^ = P(x,y); ^t

si chiama punto singolare un punto sç0, y^ tale che P(#o, t/0) =
= Q(xo > I/o)= ^ 9 °ëni altro punto che non goda di questa pro-
prietà si chiama punto ordinario. Una e, d. del secondo ordine
puö essere ricondotta alla forma (2, 1) ponendo x=.y. Si dice
spesso che il sistema di equazioni del primo ordine cosï ottenuto
è un sistema equivalente (s. e.) alFequazióne primitiva del secondo
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or^ine. Per esempip la e. d. delFoscillatore armonico
scritta mediante il suo s. e. è :

(2,2)
dt' dt

In questo caso è punto singolare P origine ar=ry = 0. In un
cfce dt/ d2ic

problema meccanico %, è la velocità. -jjfr = -jr* V accelerazione eat at at1

si vede cosï che un punto singolare è anche punto di equilibrio
proprietà queeta valida in ogni caso.

Secondo la terminologia di POINCARE i quattro punti singolari
principali sano : il centro, il fuoco, il nodo e il colle. Il primo
rappresenta sempre uno stato di equilibrio stabile, il secondo e il
terzo possono rappresentare tanto stati di equilibrio stabile, quanto

Fuoco stabile.
Mg. 2.

i

stabile.
Fig. S.

di instabile, l'ultimo rappresenta sempre equilibrio instabile. Esempi
di punti singolari di queste quattro specie sono dati dalle seguenti
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e. d. ben note. La x -+- o>2x = 0 equivalente al sistema x — yf

y=. — tû2x ha per punto singolare tin centro. La x -+- 2hx -+- w*aj = 0
equivalente al sistema x — y, y •= — 2hy — ta*x ha, nelP origine,
un fuoco se hz <L w*5 un nodo se h% > to* fuoco e utodo stabile o
instabile a seconda che k è positivo o negativo. Infine la x — a?x — 0
equivalente a x = y, y = a%x ha per punto singolare un colle.
In base alle ben note propriété di queste e. d. si vede che il
moto di un sistema nelle vicinanze di un centro è periodico non
smorzato, mentre nelle vicinanze di un fuoco stabile, di un nodo*
e di un colle è, rispettivamente, oscillatorio smoïzato, aperiodieo^
instabile. il comportamento delle curve integrali nelle vicinanze
di un punto singolare si rappresenta generalmente nel piano
delle variabili x, i , detto piano delle fdsL Le figure' da 1 a 4
mostrano la/ forma delle predette curve.

Nel caso di un centro nessuna curva integrale passa per ü
punto singolare ; tutte Ie curve sono chiuse e lo circondano. Nel
caso di un fuoco e di un nodo Ie curve penetranp in un punto
singolare e precisamente il punto figurativo E che si muove su
una di queste curve nella direzione prescritta dalle e. d.} si avvi-
cina indefinitivamente al punto singolare per i - ^ oo (se il punto
è stabile) per t — — oo (se è instabile). Nel caso di un fuoco il
punto E si avvicina al punto singolare senza nessuna direzione
determinata, perehè la spirale ruota infinité volte intorno ad esso.
Nel caso di un' nodo invece^ B si approssima al punto singolare
in qualche direzione definita come dimostra la figura* &. Nel caso
di un colle le curve integrali non passanc, in generale, per il
punto singolare, salvo Ie quattro curve integrali e «ingolari A0>
A'O, OB e 0Bf dirette secondo gli assintoti delle curve integrali
iperboliche. Su queste linee assintotiche il moto è pure assintotico.

Dato uu sistema di e. d. lineari :

(2, 3) ^^ax^-by; g =»w -H 4]t

si dimostra (vedi fcibliograüa) che mediante la trasformazione dï
variabili Ç = oa; H- $y9 t\ ̂ = yx -k- 8«f si pud ricondurre (2, 3) alla
forma canonica :

(2,4) §=s>ç;" S-5»"
porche -S, ed St siano radici dell'eqttasione

(2,5) & TT (a-t*â)S +{ad— bc)
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^ 0 . Neir applicazione si incontra sempre il caso

sono radici distinte ; i caei eccezionali studiati

e purchè

in cui JSI ed
teoricamente (2) sono stati poco considerati nelle applicazioni.

La forma delle radici di (2, 5) indica la natura dei punti sin-
golari in questione. Se St e St sono reali e dello stesso segno si
ha un nodo (stabile se S1 < 0, S& < 0) se di segno opposto si ha
un colle. Se Sx e £2 sono complesse coniugate si ha un fuoco
(stabile se B (S,) < 0, instabile nel caso contrario). Infine se S^
e St sono immaginarie pure si ha un centro.

Dato poi un sistema di e. d. non lineari della forma :

2, 6) -^ =

dove Pj e Qt sono polinomi di x e y che non contengono nè ter-
mini costanti, nè termini lineari, lo studio della stabilità si ricon-
duce ai casi già considerati, come è stato dimostrato da LIAPOTJ-
NOFF (3).

Si puö rendersi conto intuitivamente di ciö notando che Ie
condizioni di equilibrio dipendono da quanto accade nelle rici-
nanze di un punto singolare sicchè, al limite, solo i termini
lineari determinano la natura delF equilibrio stesso.

3. Cïcli limiti di Poincaré. - POINCARÉ ha provato (4) che Ie
e. d, non lineari del tipo (2, 6) che si presentano nelle questioni
di meccanica non-lineare possono avere, sotto certe condizioni,
soluzioni periodiche che egli ha chiamato « cicli limiti ». Nel
piano delle fasi queste soluzioni sono rappresentate da curve
chiuse di cui ora preciseremo le proprietà.x

Supponiamo esista una curva integrale chiusa C (nel piano
delle fasi) e che esista un'al tra curva non chiusa C' che goda

Fig. 6.

della seguente proprietà ; quando t — oo oppure t - * — oo il
puntô B «he sï müëve su C' si approssimi a O. Tn altre parole
preso un numero V'arbitrario sla semprö possibile trovare un
valore £0 tale che il punto x(t), y(f) su C' s^trbvi, per ogni t~> t0
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o per ogni t <Z t0 ad una distanza d < t da qualche punto di C.
Dal punto di vista intuitive» ciö significa che C' è upa spirale
che si avvolge su una curva chiusa C o per t —~ oo o per t —* — oo
{fig. 5 e 6). Se esiste una curva integrale di questo tipo la chia-
meremo eielo limite, che sarà stabile nel caso della fig. 5 insta-
bile per quello della fig. 6. Si puö indicare con facilita qualche
esempio in cui è possibile provare rapidamente la esistenza di
cicli limiti. Si consideri infatti il sistema di e. d. seguenti :

(3, l)

esso ammette una soluzione rappresentata da una curva chiusa
tipo eielo limite corne si trova facümente usando Ie coordinate
polari e si dimostra che il eielo limite è un cerchio di raggio uno
con centro nell' origine, mentre Ie curve C non chiuse sono spi-
rali che si avvolgono su detto cerchio dalPinterno e daU'esterno.
Le spirali interne si svolgono dal centro del cerchio che ora si
comporta corne un fuoco instabile. In modo analogo si prova che
il sistema :

dx dy
-j-t=~y + x(x% H- y» — 1); ^ = x +. y(x* -*- y2 — 1)

ammette un eielo instabile : il cerchio di raggio uno con centro
nell' origine, che si comporta ora corne un fuoco stabile. •

Si vede facilmente che un eielo limite e un punto singolare
del suo interno, formano un insieme che descrive il moto del
sistema da t = £0 a ^ = oo per il eielo stabile a i = foa t~ — oo
per il eielo instabile.

Se una curva integrale, con orientamento indicato della e. d.
si considéra corne una linea di corrente, si ottiene una utile ana-
logia che permette di rendersi conto delle relazioni che esistono
fra i punti singolari e i cicli limiti del piano delle fasi. Da questo
punto di vista gli elementi instabili dell'insieme eielo limite punto
singolare si comportano come sorgenti (meglio sorgenti positive)
per queste linee di corrente, mentre gli elementi stabiïi agiscono
come pozzi o sorgenti négative, in quanto, in questi elementi,
spariscono quelle linee. Detta analogia permette di rendersi conto,
intuitivamente, di una situazione piu complicata, che si ha quando,
come accade talvolta nelle applicazioni, esiste più dî un eielo
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limite. Poichè gli elementi stabili e instabili si alternano si puö
ottenere una configurazione come da fig. 7 : un punto singolare

stabile S è circondato da un çiclo insta-
bile (punteggiato in figura) C,, a sua vol-
ta Cx è contenuto alFinterno di un ciclo
stabile Cr Poichè 1' ultimo 'elemento in-
stabile è Cl da questo partono Ie curve
integrali che si avvolgono su S e su C,
punti e cicli stabili. Una configura-
zione di questo tipo si incontra nelle ap-
plicazioni a proposito della cosï detta
auto-eccitazione dura (hard-self excita-
tion). Un sist erna di questo genere in-
fatti non puö eccitarsi spontaneamente,

sotto la influenza di un urto che porta le condizioni iniziali
oltre il ciclo limite instabile, il sistema si puö eccitare e rag-
giungere Cs, dove rimane permanentemente.

La differenza essenziale f ra un movimento periodico di un
sistema lineare (per esempio pendolo semplice) e il moto analogo
del tipo « ciclo limite » sta che nel primo caso il moto è definito
dalle condizioni iniziali, mentre nel secondo è indipendente da
tali condizioni. Infatti qualunque siano Ie condizioni iniziali il
moto sul ciclo limite è sempre identico.

Numerosissimi sono gli esempi di moti conformi a queste pro-
prietà tipiche dei cicli limitL I più studiati sono quelli relativi
ai circuiti con tubi elettronici generatori di oscillazioni persistente.

Altri esempi si hanno nelle oscillazioni parassite che spesso si
innescano spontaneamente nei sistemi elettromeccanici di comando.
Si puö dire che, in generale, ogni qual volta si incontra una
oscillazione « autoefficiente » posto il problema in equazione si
riconduce sempre a un ciclo limite.

Disgraziatamente data una e„ d. non lineare equivalente a un
sistema del tipo (2, 8) è, in generale, impossibile stabilire l'esi-
stenza di un ciclo limite in base alla forma della equazione stessa.
Esistono tuttavia un certo numero di criteri indicati da POIKCABÉ
fondati sulla teoria degli indici (5) che perö danno solamente Ie
condizioni necessarie per Fesistenza di un ciclo limite. Esiste
inoltre un teorema dovuto a BENDIXOÜT (6) che dà una condizione
necesscwia e suffidente per l'esistenza del ciclo limite, ma la sua
applicabilité è molto limitata.

4. Metodi di approssimazione. - Le difficoltà che si incontrano
nella ricerca delle soluzioni periodiche mediante i metodi diretti
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hanno indirizzato gli sforzi dei fisici verso lo sviluppo di metodi
di approssimazione che permettono di risolvere il problema con
il grado di precisione desiderato. Esistono tre metodi dovuti
rispettiTamente a POINCARE (7), YAN DER POL (8) e KRYLOFF
BOGOLIUBOFF (9); il loro sviluppo storico ha seguito l'ordine ora
indicato.

a) Metodo di Poincaré. - Invece di considerare Ie equazioni
sotto la forma (2, 6) prendiamo in' esame la seguente e. d. :

(4, 1) i + a ! = tf(as, x).

È in questa forma clie in generale si incontrano, nelle appli-
cazioni, Ie e. d. non lineari. In questa equazione f(x, x) è una
funzione non lineare delle variabili x e x, \*> un parametro che
supporremo piccolissimo. Notiamo anzi che i metodi ora citati
sono applicabili solo in questa ipotesi. È chiaro che se JJC = 0, (4, 1}
rappresenta la e. d. di un oscillatore armonico ed ha una infinità
di soluzioni periodiche dipendenti da due costanti arbitrarie. Nel
piano delle fasi queste soluzioni sono rappresentate da una fami-
glia di cerchi avente V origine come centro. L'origine è perciö un
punto singolare del tipo centro. Possiamo scrivere Ie soluzioni
sotto la forma generale x = x(t9 k), y — x-=.y(t} h) e in tal moda
si indica che 1' ampiezza k è un parametro delle curve integrali.

Nel caso H 1 ^ ^ m a piccolo, Ie soluzioni, se esistono, saranno-
della forma 'x = x(t, (a, &), y = tj(t, f/., k). Si ha intanto una rela-
zione fra i valori iniziali :

(4, 2) 3(0, f*, k) = x(0, 0, h) •+• p» ; 2/(0, ji, h) = «/(0, 0, *) +. p8

le quantità p, e pt sono funzioni di [/. tali che pj(O) tr= ^,(0) = 0».
Inoltre una delle p si puö porre uguale a zero mediante una

opportuna scelta delForigine del tempo. Queste quantità {J si con-
siderano anch'esse come parametri, sicchè la forma generale delle
soluzioni sarà :

x = x(tf JA, p,, p t , *) y = f/{t9 \h Pi» P*, fe);

uguagliando a zero una delle p (t̂ d esempiö pt e posto p, = p) lâ
condizione di periodicità si scrive :

(4 4) x = *&**> & °» P* *)-*&> f*> 0, p, *) = *(T, (*, p, *) =
» ^ ( T + (*, 0, p, k)-y(O, f*, 0, p, # = <K<r, jt, p, A:)=

dove T è una correzione non lineare del periodo T~2n del
blema lineare (a —0). È eviçtente'che T è i^na funziane di y.
che T(0) == 0.



MECCANICA NON-UNEARE 321
•s

Per separare Ie soluzioni periodiche del problema non-lineare
da quelle del problema lineare, scriviamo Ie (4, 4) nella forma :

<4, 5) *(T, <X, p, k) = ( ^ ( T , (*, p, ft) = 0 ; ^(T, (t, p, fc) = ^ ( T , [x, p, h) = 0.

Di conseguenza, se esistono soluzioni periodiche del problema
non-lineare deve essere :

(4, 6) * ,(T, |t, p, ft) = 0 ; -K(T, ,*, p, ft) = 0.

Le funzioni T({A), 8((JL) possono essere rappresentate da serie della
forma :
(4,- 7) T(|X) = m

D'altra parte sviluppando O15 ^, intorno al valore <P10, ^io ^ a

«ssi assunto quando T, *p, jx sono nulli si h a :

sostituendo T, p in (4, 8) mediante la loro espressione (4, 7) e te-
nendo conto solo dei termini del primo ordine in {/. si ha :

(4,9) O j ^ ^ - t - \t,(a~\-bm-hcml)=z0; ^lz=^l9-^-\K(al-^blm-i~clfn1)^=0

queste due equazioni con due incognite m ed ml indipendenti da f/.
b c

possono essere risolte se <ï>10 = ^o = 0 e se

Siccome b = —^ ecc. l 'ultima condizione si puö scrivere sotto

la forma : | d{®l, v )̂ | 9(T, p) | =}= 0.
Se le predette condizioni sono soddisfatte esiste una soluzione

periodica del primo ordine quando t>-̂ =0 ma piccolo. Questo pro-
cedimento si generalizza per le approssimazioni di ordine supe-
riore (7).

I l metodo di POINCARÉ consiste nel cercare di soddisfare (4, 1)
mediante la serie ;

(4, 10) x = xo{t) -H A^ H- B$t H- C|x -+- DPjfjL H- E|i2|/. -f- Fp*...

dove xQ(t) è una funzione periodica soluzione di (4, 1) quando jx = O
detta soluzione génératrice. I coefficienti della serie sono funzioni
peïiodiche di t. Sosfcituendo in (4, 1) i valori di x, x, x, ricavati
da (4, 10) e sviluppando f(x, x) in serie di TAYLOR nelle vicinanze
délie soluzioni gene^atrici xOi xo% identificando i coefficienti di \L
$t> Pi? Pif̂  s i ottiene un certo numero di e. d. A seconda che si
cercano le soluzioni del primo ordine, del secondo ordine ecc.
si prenderà un numero appropriato di termini della serie (4, 10).
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Se F approssimazioue si limita al secondo ordine si ottengono
sette* e. q, di cui una eola identicamente soddisfatta, Ie altre sei
sono:

dove (-M I-i-] indicano Ie derivate parziaïi rispetto alle variabili
\°XU \dxU

indicate in cui poi a x e x si .sostituiscono #0, a;0.
La forma della serie adoperata imponè (affinchè x(0) = ji,,

x(0) = «/(O) = pj) (̂0)T = 1, JB(O) — 1, e nulli tutti gli altri valori
iniziali. Si ha cosi :

A — cos £, B = sen ̂ .

Le altre quattro e. d. sono della forma v -f- v — F(f) con Ie
condizioni iniziali u(0) =r 'ü(O) = 0 ; Ie Joro soluzioni possono percitf
s cri ver si :

v{t) r= i v(u) sen (t — u)du.

Risolvendo successivamente il sistema delle (4̂  11) si possono
calcolare C(t), B(t) ecc. ; poichè x[t) e x(t) devono essere periodiche
di periodo 2TZ -»- x e T è dell' ordine di jx è facile vedere che C(2TT)

deve essere nulla mentre con calcoli lunghi ma semplici -si

Quindi :

13) C(27t) = — / ƒ ( & c o s M, — k sen «) sen w ^ =

2TT

(4, 14) T = j, ' = ^ / /"(jfc cos w, — A; sen te) cos w»
o

E queste equazioni permettono il calcolo dell' ampiezza della
soluzione génératrice e della correzione del periodo.

Ad esempio applichiamo questi risultati all'equazione di V A ^
DER POL

(4, 15) i '— t*(l — x*)x -^ x = 0

equivalente alla (4, 1) purcnè si ponga j*(l — x%)x = f(x, x).
Essa ha come soluzione génératrice sc0=#cos£, x0 ~ — kmnt.
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Di conseguenza si ha :

C(2TT) = — /"(l — k2 cos5 t)k sen2 tdt= — kJl — ̂  = 0
o

da cui A; = 0 o fc = 2. Il primo valore corrisponde ovTiamente ad
una posizione di equilibrio, 1' altra è, a meno di termini in f/.
Fampiezza della sofuzione cercata. Per determinare il carattere
delF equilibrio si riduce, conforme al numero 2, Ie (4, 15), in cui
omettano i termini non lineari, ad un sistema equivalente e pro-
cedendo coi metodi del paragrafo sopra citato si trova che Fequa-
zione corrispondente a (2, 5) ha radici complesse coniugate con
parte reale positiva, il punto d' equilibrio è perciö un iuoco
instabile.

La (4, 14) dà per F equazione di YAN DER POL T = 0 cioè in
prima approssimazione è lo stesso come nel caso fx = 0 di modo
che la soluzione è, a meno di termini in pt., della forma x = 2 eos t
Nel piano delle fasi il ciclo limite stabile soluzione di (4, 15) è
rappresentato, in prima approssimazione, da un cerchio di raggio 2,
il cui centro è un fuoco instabile.

Procedendo al calcolo delle approssimazioni successive sorgono
delle armoniche ed una correzione per il periodo, ma i calcoli
sono molto lunghi. Del resto il metodo di POINCARË è stato svi-
luppato con uno scopö completamente diverso da quella che ora
ci intéressa.

5. Metodi di Tan der Pol e di Kryloff-Bogoliuboff (K. B.) -
Questi due metodi sono basati sul procedimento ben noto della
« variazioni delle costanti » (LAGORANGKE). Nel metodo di VAN DER

POL si prende la soluzione della forma :

(5, 1) x = A cos t -+- B sen t,

con A e B variabili. Invece nel metodo di K. B. si utilizza per
la soluzione la forma :
(5, 2) x = a sen (w£ -+- <i>)

dove ei e <ï> sono funzioni del tempo sottoposte alla condizione
x = <&*> cos (orf -f- <t>) il che porta alla equazione :

(5, 3) a sen {i*>t -f- 0) -H éa cos (<o£ -f- <ï>) = 0.

Scrit ta la (4, 1) ne lia forma (w2 costante) :

(5, 4) x H- ^x -+- |i/(as, x) = 0
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e sostituendo in essa x e x e posto per brevità w£ -i- 4> = y si ha :

{5, 5) aw cos y — &<*># sen Y -4- [//(a een y, aw cos Y) = 0.

Kisolvendo rispefto a a e i il sistema formato dalle equazioni
(5, 3) e (5, 5) si h a :

<5, 6)
a =z — - f(a sen y, «<*> COS Y) COS Y ;

__ J__ ̂ a s e n ^ a w C0B y) sen Y*

Da queste equazioni si vede che a e 4> sono piccole perciö Ie
2ïT

variazioni di a « 4» sono in un periodo di tempo T — — molto
piccole. Si potrà perciö, sempre durante questo periodo, ritenere
a secondo membro delle (5, 6) a e <J> costanti, e in particoiare
dy = tadt.

Si avrà cosï integrando da t a t -+- T e dividendo poi per T

2TT

= -=— i fia sen v, a« cos Y) COS Y^Y
27TW f n " U ' *

o7

2TT

- ^ = Ö~ -̂— f f ( a s e n Y? a t 0 c o s Y) s e n Ŷ Y-

Se si studia il moto di un intervallo di tempo che contenga
molti periodi si possono sostituire Ie equazioni precedenti alle
differenze finite, con Ie seguenti e. d.

da f

J ft sen Ï5 aw C0S
da i/. f

dt = ~ 2^J fta

o
2TT

{5, 11) -j7 = w -+- Q - I /^(a sen Y, ctw cos Y) sen y^Y = w -t- Aa> — H(a).Q - I /

o

La variabile Y PTIO essere considerata come la fase totale, O(a)
la frequenza non lineare e Ao> la correzione non lineare della
frequenza. U ampiezza stazionaria è da-ta da :

<ö, 12) i(art) = 0

si ritrovano cosï fponendo Y = W-+-Ö) ^ stessi risultati ottenuti

ooi metodo di POINCABÉ.
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Per Ie approssimazioni di ordine superiore KRYLIOFF e Boao-
impiegano il metodo ben noto di LIKDÖTED (10).

PARTE SECONDA - APPLICAZIONT

Öome esempio di applicazione dei metodi precedenti indichiamo
4a spiegazione di due fenomeni molto important! : la sineronizza-
jöione e la risonanza non lineare.

6. Siucronizzazione. - Si abbia un sistema meceanico o etet-
fcrico autoeccitato, non-lineare, oscillante su una frequenza <*»0. Se
agisoe dall'esterno una forza di frequenza Wj si ha che il classico
feuomeno della interferenza délie due frequeuze w, e oi0 non
aTviene conforme alla teoria lineare, ma si présenta nel se-
guente modo.

La frequenza dei battimenti w1 — w0 non si annulla solo se
ml=^o>0 ma anche quande ô  —wQ non supera, in valore assoluto,
uu certo numero A«u

Questo fenoineno si chiama sincronizzazione o ancbe trascina-
mento (entrainement) délie due frequenze.

YAN DER POL (11) ha studiato il fenomeno applicando alla
griglia di un tubo elettronico aüto-eccitato con freqfaenza w0 una
forza elettromotrice esterna di frequenza o^. Senza entrare in
detta^li dello schejna di YAK DER POL basta osserrare che rap-
presentando approssimatiTamente la caratteristica di un tijbo
^elettronico mediante un polinomio di terzo grado, si giunge vad
una e. d. del tipo :

(6, 1) i! — (xv -+- yv* -H <**Q*V — B<o0* sen wxf

doye v è una variabile proporzionaie al voltaggio applicato alla
.griglia del tubo elettronic©, a, y, <«o*> -B "Bono costanti che si espri-
rnono in funzione dei parainetri del circuito oscillante e del tubo.

YAN DER POL cerca la soluzione di questa equazione nella
forma :

*(6, 2) v = 6X sen taxt -H 6, cos a î.

Nel regime a due frequenze bx e bt sono funzioni di i che
variano lentamente se w0 è vicino a w,. Se avviene la sincroniz-

^zaziojae rimane una sela frequenza ; in questo easo bx e bt diven-
,gono costanti. ^

Posto (6, 2) in (6, 1), se si trascurano Ie derivate seconde di bL

-e 6g si ottiene UH sistema di prima approssimazione del tipo :

«6, 3) •*i=J>(6i, 6,) K=Q(b1J 6.)

21
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cioè della forma (2, 1); applicando, oome hanno fatto i russr
AKDBO^OW e WITT (12) Ie coiisiderazióni ïndicate nel predetto*

2fwA — w,)
paragrafo si trova che se -*-= - è interno ad un intervalle

(— ax, a{) (ttj è un numero stabilito mediante il calcolo), il sistema*
(6, 3) ha tre punti singolari di cui uno solo stabile, mentre se-
2((*>0 — w,)

è esterno a questo intervallo, ha un solo punto singolare-
instabile. Nel primo oaso 5j e bt tendono ai valori assunti neL
punto singolare stabile e perciö la soluzione di V A N X>Bja POL si
approssima ad una soluzione stazionaria con la sola frequeiiza <o,.
Si ha cosi sincronizzazione e la condizione sopra esposta détermina
l'ampiezza della zona di sincronizzazione.

Nel secondo caso bx e b% variano su tin ciclo limite, la oui esi-
stenza si puö provare col metodô di BENDIXON e sono cosl presenti
ambedue Ie frequenze Wj e w0. Queste deduzioni (teorich^ sono-
state confermate da esperienze eseguite in IJ. R* 8. S. daL
al 1939.

7. La rïsonanza non lin e are, - HELMHUM^ |13) ha per
osserrato che in un sistema non lineare e sottoposto alPazione di
frequenze tox e wt oltre Ie frequenza dello spettro di Ï'OXTBÏER.
compaiono anche frequenze della forma t*>e = mu>1 -+• «ws * in cui fw~
e n sono numeri iüteri.

lie frequenze <ae si chiamano toni di combinazione (in ingle&e-
combination tones).

EU facile rivelare queste frequenze applicando alla griglia dl
uu tubo elettronico un voltaggio della forma v == t», ^- vt =
= .^cos tü^ -4- co8~w^}; se la caratteristica non lineare del tubo &L
esprime mediante un polinomio di terzo grado è facile, vedere che-
sostituendo il valore dï v in questo polinomio, olfcçe alïe^ftequenze, wx

ewje quelle dello spettro di FOTJRIERsvpresentano anehelesegrçenti
frequenze di combinazione O^H-W,, tax — ws, 8wtH^^> 2to, -̂ tn>4>

2«i> t-4-w o 2eOj^—tüj.

Se un sistema elettrico jion-lineare, aufoeccitatp compie oseil*
lazioni libère con una frequenza to1 ed è soitdposto ad una forza
elettromotriöe esterna di frequenza ta\ ^ut aversi1 risoûanza sui
diversi valori di wc. In particolare pu£r aversi una risonaiiza sû

una frequenza n volte più piccola di w, se <&f«& <** „ Siccome queste
w

fenomeni sone^ in generale, accompagnât! 4al* (onomeno della
sincronizzazione, esistono certe zone, in cui detta risonanza puo-
essere osservata.

L. MANDELSTAM e N. PAPALEXI (14) paréendo dalla teoria di
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POINCARÉ hanno dato una teoria del predetti fenomeni. Le lora
conclusioni teoriche hanno trovato conferma sperimentale in una
serie di ricerche su questo argomento (15).

Il punto di partenza di questi studi è 1' e. d. della forma :

(7, 1) a: + a;~ [/ƒ(#, x) -+- Xo sen nt,

Con procedimento dettagliato (che qui omettiamo) si puö dimo-
strare che un'equazione di questa forma si riconduce al funziona-
mento di un circuito elettronico autoeccitato in cui sulla griglia
del tubo agisce oltre Ie reazioni interne, la forza elettromotriee
Xo sen nt. Se [A —0 (7, 1) ha una infinità di soluzioni della forma :

x = aQ sen t — b0 cos t -+- j-37-7 sen nt.

Il metodo predetto consiste nel soddisfare (7, 1) quando u =j= 0
con una variabile x della forma :

x = M(JX.) sen t — v(\t.) cos t -+- z—^—\ %w\ni

e determinare u e v in modo che u —* a0, v —* b0 quando JJL -—̂  0̂
Se tale passaggio al limite è possibile diremo che (7, 1) possiede
una soluzione principale che si identifica con la risonanza non-
lineare. Tuttavia Pesistenza della soluzione principale non è che
una condizione necessaria di questa teoria. Per poter affermare
che tale soluzione • rappresenta il fenomeno fisico della risonanza
non lineare occorre che essa sia stabile. Il problema si decompone
perciö in due parti : a) ricerca delle condizioni per cui esiste la
soluzione principale, b) la stabilita di questa soluzione, Indichiamo
la via segïrita da HANDELSTAK e PAPALEXI per stabilire la parte a)
delle loro ricerche. per b) riporteremo solo i risultati perche lo
studio completo ei porterebbe troppo lontano.

Si prova facilmente che, introducendo anzitutto una variabile
ausiliaria

(7, 4) z = x — z—-—-2 sen ni

e poi due altre variabili u e v legate a z dalla relazione :

u~z cos t -f-z sen t ; v = z sen t — z cos t,

la (7, 1) viene sostituita dal sistema di equazione del primo
ordine :

(7, 5) u = pty(u, v, t) cos t ; v= ^ ( w , v< § s e n *
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dove :

= f (tt sen t — v cos t -+- t _° 2 sen n^ w cos £ -+- v sen £ -+- _ °—t cos ni).

Kotiamo che la variabile x è della forma (7, 3) grazie a questo
cambiamento di variabili.

Integrando (7, 5) si ha :
t t

(7, 6) u = utQ -f- [x ! <\>(u, V) t) cos tdt ij = tï,0 -H vj/ i ty(u, v, t) sen tdt ;
o o

siccome la soluzione non lineare (se esiste) dere restare nelPin-
torno della lineare (jx = 0) se fji è piccolo si puö scrivere : (vedi 4, 2)

in cui a((A), p(a) tendono allo zero per vu —* 0.
Sviluppando la funzione ^ intorno ai valori a0, 60 e tenendo

solo conto dei termini del primo ordine si lia :

,7, „
dove Ie derivate parziali comprese entro parentesi quadra sono
calcolate ponendo in luogo di u e v> a0 e 60.

D'altra parte utilizzando la serie di POINCABE si puö scrivere :

(7,8)

e confrontando (7, 8) con (7, 6) in cui sia posto (7, 7) si ha

t t
r r

C^t) = ! ^(a 0 , &0 < t) cos tdt Ct(t) = I ^(a0 , 60 , t) sen i
o e/ '

t t

= ƒ g ] sen(7, 9) Dx(t) = ƒ [^] cos ^ !),(*) = ƒ
t t

Ex(t) = ƒ [ § ] c o s w* ^tW = ƒ [ S ] s e n M*'
o o

Siccome si cercano soluzioni periodiche di periodo 2n} si deve
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porre u(2it) = u(0), V{2K) = v{0) il clie porta allo condizioni :

fêv) -f- f*ff1(2iï) = 0
pJBt(2ic) -4- |*ff t(âic) = 0.

Per determinare oc e p da queste due equazioni büogna avere :

2TT 2TT

C,(2ic) = U(a0, 60 , £) cos fcft = 0 C,(2it) =< ƒ <|/(a0 , 60 I *) s e n ^ = °
o è

e inoltre :

Per la seconda parte del problema — lo studio délia stabilità
— si scrivono V equazioni alle variazioni poneiido u = u0 -+- ?,
« =r -Ü0 -+- 7], trovando cosï il sistema

(7,13) j t = (^ t t cos «)Ç H- ((JL̂ V cos <)*! ; ^ = ((i+tt sen <)5 -+- ̂ v sen )̂r).

Si applica a questo sistema cU e. d. il procedimento classico (16)
che non riporteremo e con cui si ottengono Ie condizioni di sta-
bilità.

Applicando Ie formule precedenti al caso di un circuito in cui
f{x, x) puö ritenersi uguale ad un polinomio di secondo grado in x
moltiplicato per x e supponendo n — 2 dopo lunghi calcoli si
giunge alle seguenti conclusioni. La risonanza non lineare a fre-
quenza meta della forza elettromotrice impressa puö aversi solo

per valori di ~ nell'intorno della frequenza Wj delle oscillazioni

libère del circuito, (intorno di cui si puö calcolare 1' ampiezza) e
per valori non troppo elevati della forza elettromotrice, risultato
questo paradossale dal punto di vista della meccanica lineare.
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