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Suirapprossimazione asintotica degli zeri dei polinomi sferiei
ed ultrasferici.

Nota di LUIGI GATTESCHI (a Firenze).

Snnto. • Di una formula per V approssimazione asintotica degli seri dei
pohnomi sferici ed ultrasfertci proposta da l 1 . TRICOMI SI précisa Verrore.

1. Abbiamo recentemente stabilito (*), usando uu procedimento
generale di F . TBICOMI (*), la seguente formula asintot ica pe r
Fr -e s imo zero ®r del polinomio ultrasferico Pn&)(cos Sr), ( 0 < À < 1)?

X(l — X)(» + À + 3)
COtff ^ . H- p(w, X),X)(n -+- X H - l)(w -+- X -+- 2)

^ 2 r -+- X — 1

^ r — 2(u -+- X) Wï

23,7-f- 8T7C(X. 9)

(*) L. GTATTESCHIJ Approssimazione asintoitca degli steri dei pohnomi
ultrasferici, « Rend. Mat. e Appl. Houia », (5), 8, (1949), pp. 399-411.

(s) F . TRICOMI, iSwpU ^er* dei/f funzioni di cui si conosce una rap-
presentasione asintotica^ « Anu. Mut. l'ut a Appl.», (4), 26. (1948), pp. 284-300.
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dove

C(X,
1

m) =

(tg-7--)
1 — X

tg—2—*

LUICI

m

GAT

per

per

= l, 2,...),

P e r la val idi tà della limitazione data per p(n, X), oltre alle con-
dizioni

rn __ 2X -+- 31 , f»!

devono essere soddisfatte per l ' indice n al tre tre disuguaglianze,
ma F . TRICOMI (8) ha fatto osservare che queste ultime condizioni
possono notevolmente semplificarsi e, anzi, due di esse si fondono
in una sola r isul tando cosï che per la validità della (*) basta che

essendo wo(X) il p iù grande dei t re numer i

10, A+12 — A, B * ~ X
dove

/28,6-h65,7C(X, 9) 75 \
^ 27X(1 - X)TT » 2<X(1 — X)TTJ'

1
yS^ClX, 1) j /V3+C(X, 2)\ 9 \ / 3 + (11HV3)C(X. 3) ja

8(1
lX, 1) j / V 3 + C ( X , 2)\2 9 \ / 3 + ( 1 1 - H V 3 ) C ( X . 3) j

X)TC "*" I ̂  8(1 -+- X)TT / "*" 32(1 -+- X)TT i

Nella presente nota viene presa in esame, per suggerimento
dello stesso prof. TRICOMI, che qui pubblicamente ringraziamo, la
formula asintotica semplificata

contenuta nel suo sopracitato lavoro, e viene provato che, assog-
gettando r ed n alle due uniche condizioni

• e r
, , „ ( 158X(1 —X)

cosï i precedenti risultati vengono notevolmente migliorati.

(3) F. TRICOMI, Sugli eeri dei polinomi sferid ed ultrasferid, in corso
di stampa negli « Ann. Mat. Pura Appl. ».
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2. Prendendo come valore approssimato di P„(?)(cos %) la somma
dei primi tre termini délia formula di approssimazione asintotica
generalizzata di STIELTJES (% si ottiene

2 sen XT: T{n -+- 2X)- r(l — X) •
PnW(cos *) = - 75 ^ 1 f OV^\

TT \u

con

^ ft-+ 2)(X H- 1)X(3 - X)(2 - X)(l - X) 1
<3(»-»-X-i-l)(»- l-X-«-2)(n-»-X-H3)(2senS)1-

0<X<l,

La (1) puô scriversi

+ ?L±£* cotg S sen j (tt + X)5r - X ̂  J

dove
X(l-X) _ (X-t-l)X(2-X)(t-X)

( X +• 1)(» + X + 2) •

Indicando con
2r •+• X — 1

*'= 2(n + X) •»' r = 1 ' 2 "•

gli zeï*i di cos {(»-*-X)̂  — Xit/2 ! si ha, per F r-esimo zero Sr di

(3) © r - * , - » -
con

«4, - 2 i

e oi proponiamo di stabilire una prima liraitazione por ©r.
Si ha

cotg 0 r = ootg *r - - J k _ , 5rr < lt <r \ -*- <pr,

(*) G. SZEGÖ, Orthogonal Polynomtals* « Amer. Math. Soc. Coll. Publ. *,
XXIII, He* York, 1939, p. 191.
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sen | (n -+- X)Or — g ie | = (— 1) '+ 1 cos (n -+- X)cp,

e la (2) puö allora scriversi

t ' e | e %[i - ̂ pl cosç] _

cotg S r g ^ J cos (» + X)<p; H- ( - l)-2?3(0r) = 0,

ossia

(5) , r | ( ^

-jj- cos (n -h X)© ! = — -̂«5—- cotg Sr cos («- -+• X)<pr — (— 1

Yalgono per lo zero ®r di Pn<
x)(cos Sr) Ie limitazioni (5)

si ha quindi

da cui

(6) 1 - '

Se inoltre r è tale che

tn. \n — 2X -H 3

(7) [ g
quando ^ r ^ Sr < ^ r H- (1 — X)TT / 2(^ -f- X) si hanno per sen Sr e cotg
e quindi an che per sen ®r e cotg Or Ie limit azioni

sen Sr > - , 0 < cotg Sr < y/B,

dalPultima delle quali segue

(8) lH- a
2

l +J-^co tg '0 r >H- | -H^ |

Tenendo presente che è

0 < (n -f- X)?r < (1 - X) g

(5) Loc. cit. (4), p. 408.
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si ha

ed ancora

Essendo poi per la (1')

M^-X) (X-2)(X-4-l)(3-X)(2-X)
2)(n -+- X -H 3) '

si ha dalla (5) per Ie (6), (8), (9), (10)

. , (X + 1)(2-X)V3

"*" 3(» -»- X + 2)(% -i- X + 3)

ed osservando che è
9 25

(X + l ) ( 2 - X ) < 4 , ( X H - 2 ) ( 3 - X ) < T ,

la précédente disuguaglianza puö scriversi, per n ̂  10,

9V3 225
^ 8(n -i-2) 24(n -+• 2)(n + 3)J\ 24

X(l — X) r - 9 \ 3 224 V T^
< 2(n -4- l){n + À + 1) [V ~*~ 8-12 + 24.12.13_|\ l""24

ossia

3. Ripréndiamo ora la (2) che potremo scriTere

(12)

*.,]-(-!)-«,<«.» = 0

20
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dove

(13)

LUIGÏ GATTESCHI

e. = ?*̂  -4- e,2 -4- 2e, cote a — 2s. —?£--,2 sen4^ 1 » & *• *sen*2r'

cos

Se poniamo ulteriormente

la (12) diviene

e per la (4) e Ie (2')

(12')

con

(15)

2X X(l — X)

n 2 (» -+- X - f -1) (n -+- X)(» -+- X -+- 1)

(X -4- 1)(2 — A)n*
_

a,

4 4

'T" X(l —X)cotg2rr~"

La (12') puö essere cosï scritta

n 2n

(n -+- X) n(n

Vi
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o meglio, poöendo

(17) •7 =
 8 i - 8 .

con
<^n^ » Ml-X) (X-HÏ)(2-X)(X-I-2 ) X(X + 1)*

1 ~~ 2w(n -*- X) "*" 2n(n -+- X +- 2) w*(n -* -3 i+ l ) +

X*(X H-l) (X H- 1)»X(2 — X)(X -+• 2)
"*" n\n H- X) ~*" 2^(n + % + 3i+ 1)(» -+- X -+- 2) '

(X-hl)g(2 — X ) ( X H - 2 ) X(XH-1)(2—X)(X-I-2) X2(X H- 1)*

otteniamo
X (X -+-1)(2 — X)

ossia
(18) J.VJ- |-£6^£7=0.

é, Passiamo ora alle limitazioni delle 615 e2,..., £7. Dalla prima
delle (13) si ha

0 < £ l V
Essendo

sen*

to^J^^L^-SsL-U yg 18,4 \
r
 a sen* ^ r ̂  sen4 Srr sen2Srr ^ s e n 4 ^ ^ 1 ö y ö 8.10.11.4/

si ha per la seconda delle (13),

0 < £* ^
oesia

0 < e, < 41<pr
2.

In modo analogo si hanno per s3 e t4 ie limitazioni

Tenendo presenti Ie limitazioni sopra trovate per s1, ES , s3, e4

ed osseryando che è

1 9
ü < a < l ) ' ° < a* < 16 . 2(n -4- A + l)(n -t- X -H ̂ ) '



LUICI GATTESCHI

H <
77,7X(1 — X)

si ha dalla (14)

e da questa per la (16)

Dalle (17 j) & (172) con facile calcolo si ha

O ^ S ^ 1 7 2 4 2 n ^ s ^ l 8 2 4 90 < S < ° < S <

1 / 6 9 77,7 \

quindi per la (17)
1 8249

5.11.32'
ossia

Osservando ora che per la (15) è

si ha dalla (18)
77,7

X(l-X)

quindi

e da questa, posto

segue

cioè

Abbiamo dunque che se sono soddisfatte le seguenti condizioni
|-w - 2X •+- 3]

L 6 J
allora per V v~esimo zero ®r di Pn w (cos Sr) la formula

2r -f- X — ;

158X(1 —X)

—(èï3—

(20)

con

(21)

© . . = * , - » -
2X\

_ X) '

158X(1 — X)
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5. Nel caso dei polinomi PJx) di LEGENDRE (X — 1/2, cos^ = a;),
posto

COS 0 r — Çr , COS ̂ r = : Xr s

e valutando il secondo membro délia (20) con la formula di TATLOB

arrestata alla derivata seconda, otteniamo la formula di TRICOMI

(20')

=z COS 6
n>10 (*);

in questa, per Ie cose prima dette, si ha per e la limitazione

(210 _5^
2n*


