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Sull’ approssimazione asintotica degli zeri dei polinomi sferiei
ed ultrasferiei.

Nota di Luict GATreEscHI (a Firenze).

;
Sunte. - Di una formula per I approssimazione asintotica degly zeri det
polenomsi sferice ed ultrasferice proposta da F. TRICOMI s2 precisa U errore.

1. Abbiamo recentemente stabilito ('), usando un procedimento
generale di F. Tricomr (%), la seguente formula asintotica per
)’ r-esimo zero ®, del polinomio ultrasferico P,()(cos %), (0 << A < 1),

ML — N(#® + h + 3j

O =3 5 + N+ h+ D) + ) + 2) 08 Ty +eln A),
N ___21‘+)\——1__
T 2n+2 7

23,7 + 8,7C(. 9)

(*) i p(n, )\) | < 2(61 + )\)4 )

(*) L. GATTESCHI, Approssimazione asintotica degle zeri der polinoma
ultrasferici, « Rend. Mat. e Appl. Roma ». (3). 8, {1949), pp. 399-411.

(*) F. Tricomi, Sugle zer: delle funziont dv cuir si conosce una rap-
presentazione asintotica, « Anun. Mat. Puta Appl.», (4), 26. (1948), pp. 284-300.
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dove
, 11— \» 1
(tg—g—n) per O<)\<§,
C, m) = 11— . (m=1, 2,..),
tg——z——n per s<=i<1.
Per la validity della limitazione data per p(n, X), oltre alle con-
dizioni
n—2\+3 n
— +1l<<r< 5/ n =10,
devono essere soddisfatte per I’indice »n altre tre disuguaglianze,
ma F. Tricomr (%) ha fatto osservare che queste ultime condizioni
possono notevolmente semplificarsi e, anzi, due di esse si fondono
in una sola risultando cosl che per la validita della (¥) basta che

— 22 + 3 I
["LT*_J+ lgrslg], 7 > my(R),

essendo 7n (}) il pili grande dei tre numeri

1
10, A+ 53— A, B¥ —
dove

A:Max-(

28,6 + 65,7C(%, 9) 75
NI - x> 201 — )\)n)’

1
V3+C(x 1) l(v§ + C(\, 2)>’ 9V3 4+ (11 + V3)C (. 3) 25

B ="gizne * I\ sizns 331 + W)=

Nella presente mota viene presa in esame, per suggerimento
dello stesso prof. TRicomi, che qui pubblicamente ringraziamo, la
formula asintotica semplificata

ML —2 A
d ) (1 — ?ﬁ‘) cotg =, -+ p(n, 3),

0,=%, +

r Tont

contenuta nel suo sopracitato lavoro, e viene provato che, assog-
gettando r ed » alle due uniche condizioni

n——2)\+3}
=%

+1£rg[g], n=10,

168\ 1 — A
oo, m<—(7(n7~—‘,

cosl i precedenti risultati vengono notevolmente migliorati.

(3) ¥. Tricomi, Sugli zeri dei polinomi sferici ed ultrasferici, in corso
di stampa negli « Ann. Mat. Pura Appl. ».
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2. Prendendo come valore approssimato di P,(*)(cos =) la somma
dei primi tre termini della formula di approssimazione asintotica
generalizzata di STIELTIES (*), si oftiene

2 sendr Tl +24)-TU—% o
m(2sen 3} T(n + A + 1) £.0%=),

P,M{cos ) =

con

cos:(n+)\+ 1)3——(1-4-1); {

A M1 —3)
W) 2
f.0(3) = cos { (» + N3 2"‘%"‘”_,_)‘_,_1 2sen ¥

1)

cos%(n+k+2)z— (A + ‘2)2%

A+=1)M2 —-X)(1 =N
2(n+A+1)(n+A +2) (2 sen 3)*

A+=2)A+ M3 —R)2 — N1 —2) 1
3(n 4+ 2+ 1)(» + X + 2)n + X + 3) (2sen 3)*’

0<A<1, 0 <3<

“+ R~

1) IR <

La (1) pud scriversi

2 fn(l)(i‘):[l +%+ %— %cotgiﬁ] cos 3(n+)‘)3_ )‘g : +
a, + a, cotg & sen % n 42> — )\%i + R,(),
dove
o _ M=% I — (1L —N
@) M= a1’ a‘"2tn+)\+l)(n+k+‘2_)'
Indicando con S
2r + A —1
B'r=—2("T)‘)—"- r=1, 2,... n

gli zeri di cos|(m+A)>—2Ax/2| si ha, per I'r-esimo zero O, di
P,((cos %),

(3) 0, =3, +3,

con

ML—)) 22
(63} P ="5,7 (1 -+ — 1;) cotg %, ,

o ci proponiamo di stabilire una prima limitazione per o, .
Si ha
®
O = i
cotg ©, = ootg ¥, — SonfE S, <i <3, +o,
r

(Y) G. Szead, Orthogonal Polynomsals, « Amer. Math. Soc. Coll. Publ. -,
XXIII, New York, 1939, p. 191,
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cos % (0 + 20, — %1‘: § =(—1)"sen(n + N, = (— 1)”[(% + N, — @—%cos 5],
0 <i<(n+Ne,
sen % (n+ 20, — % ™ $ = {(—1y*cos (n + No,,
e la (2) pud allora scriversi
(— 17f,W(8,) — [1 + (;1 + % — % cotg? Qr](fn + )\)(p,[l — m_“'}'_)")f&f cos E] —

2
_«mprfﬁgﬁmm+mg+9nm@¢=m
ossia
)2, 2
©) ?'3 (v + X)[1 - iJL2_1 + %— ?fcotg?e),J . [1 __(_n_%‘)_?_, cos E] -+
; ;;z‘?‘ cos (n + Ag, z =2 ; 2 cotg 3, cos (1 + N, — (— 1) Ry(O,).

Valgono per lo zero 9, di P,(M(cos %) le limitazioni (%)

—A

1 "
3r<®r<3r+2—(,y;—__,_)\)7r’ r=1, 2,...,[2],

si ha quindi

0 1—2
da oui <°P'<2('n+)\)n’
a cui
(0 + X)',? (L — N x?

(6) 1 — 31 COSE;>1—T>1—2“4.

Se inoltre 7 \é tale che

— 2\

@ [M————i +3}+1£vg[g],

quando %, <<3<<%, ~+ (1 — N7 /2(n + 1) si hanno per senS e cotg s
e quindi anche per sen ®, e cotg®, le limitazioni

1 ~
sen3>§, 0 < cotgy < V3,
dall’ ultima delle quali segue
a a a, a 3
) 1-+-2‘+Z’——4”cotg‘®,>1+a—2‘+—f—1a2>1.

Tenendo presente che 2

0 <(m+Ne, <(L—N3

(3) Loc. cit. (Y), p. 408.
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si ha
©) S £ cos (n + g, >0,
ed ancora
a, + a, M1 —1) A+ 12 —2)
{10) 5 cotg 5, cos (n+ g, < 3m + A+ 1) 1+ 2m + % + 2) cotg %,.

Essendo poi per la (1"

M=) A—2)Q+1)E = HER—)

IBO) | <351 Sma i+ 2w+ )+3)

si ha dalla (5) per le (6), (8), (9), (10)

ML — N s (A+12—1V3
S+ Nm+ i+ 1) [\/3_._ A+ A+ 2)

20 +2)A +1)8— N2 — )\)J( _ 7_:1)“1
3n+r+2)n+A+3) 24)

0<e, <

ed osservando che &

()\+1)(2——)\)<i, ()\+2)(3—7\)<215,

la precedente disuguaglianza pud scriversi, per » = 10,
M1 — %) 4
<t <smeNmer+1) [V3+

9V3 225 T
+ 8(n +2) + 24(n + 2)(n + 3 ]( ~2—-)
ML — ) = 9\3 224 A
Smam+ix| Vi tE T 24-12-13}( T —)

<

ossia
13,4 ML —2)

1) 0<‘9'<‘8‘”(n+1)m+1+1)’ n ="10.

3. Ripréndiamo ora la (2) che potremo scrivere

(— 1),‘fn'l)(®r) =

a  a, a, 20, cotg %,
2) [1+ 9+ 4 % (cotg’ts'———Rn—,%———f—a2 (n + (g, + ¢5) —
a, +a o, n —+ Ao
— ’(cotg %~ son’s, +sl>[1 (n + N'e,’ 2,) Pr +s‘]+( 1)"R,(©,) =0
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dove
, €08 &,
E, === ®
1 ir sen“ér’
p J— (P'rg {4
(12))) sz_Sell—‘3:+Elz+2sl cotg37—2e,m,
n -+ A)%, B n + At
lea:—(——%’—cosi, 54:(4#—0085/,

¥, <E <3, 49, O0<E P <(n+Ny,.

Se poniamo ulteriormente

(14) as ( cotgtr,_s_,)_'_

5= P cf"sengﬁ‘, 2
3,
+ [1+(—;—'+ %(1—cotg23r+2q,g?n—%—3—'—s,)]s,+
a, +a, ([(n =+ ) %y | - B4(©,)
+2(n+)\)§[ 31 P T COthV_senZS,_'—E’ —a+ =0T
la (12) diviene
LN S 2 G | Gt
[1 R TR Sl Rl S ey senzﬁrr}?" 3 ) o8+ u=0,
e per la (4) e le (2)
, 2 A1 — ) n?
(12) An+ss+1—7+2(n+)\+1)_(n+)\)(n+)\+1)_
O+ 1)2 — At o
T 2m + N r =+ A2
con
— at S B 2 0 + 0y
(15) A=1+ 5+ g 4cotg §’+2(n+)n)sen’3,’
—|% % 2 @, + ay 24 _ A
(16) < _[4 7 cotg®s, + 2(n —+ 1) sen? 3,](1 — 'n,) Tatht

2
2e.m

+ M1 — A) cotg =, =0
La (12') pud essere cosl scritta
2% M1 —)) A+1
Anteg+ 11— + =7 ( —n+)\+1)_

A A? A+1 * 4+ 1)?
—(1—~+ ‘)(1— n w4 A+ 1)

n - nwn -+ 1)
N ) ) ) = 0
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o meglio, popendo
17 g =23, — 3,

con
O A — ML — )‘) 0‘ —+ I)(2 — )\)(7\ -+ 2) MA 4+ 1)

‘_2'n(n+)\)+ 2n(n + X + 2) +n’(n+l+1)+
AA + 1) A+ 122 —NA +2)
T Wm0 T I+ N+ A+ )+ A+ 2)’
MA+1 AMA+ 1) A+1)2M2 — A
(17) 2= ( n ) 2n(n(+ )\-)e—1)+2n1(z+)\;('n(+)\-2- 1)
A+1R2—NA+2) M +1)2—N)A+2) A+ 1)
+ 2'n('n+)\+1)(n+)\+2)+ 2+ Nn+2+2) | n¥m + Nm+ \ + 1)’

otteniamo
ML—2 D A+1 2 R —n
—_—— -+ —_

2n n n n 2n 0,

An 45 + gy +

ossia
(18) An +¢5 + &, =0.

4. Passiamo ora alle limitazioni delle ¢, ¢,,..., ¢,. Dalla prima
delle (13) si ha _
0<e < 4V3<p,.’.
Essendo
25,@,
sen® S, 3, >0,

©

‘?rz ‘Pr “Pr’ — 8\/§ ‘?ra ?rz 9 1'3 4
sen'y, 2, sen* s, = gen S, sen’y, = sen’ 3, 1-8V3 8.10-11.4 =0,

si ha per la seconda delle (13),

2

0<e, << 4+ &% 4 2¢ cotg 3, << 9,%(40 + 3 - 16¢,),

—tr
sen's,
ossia
2
0 <e, <4102
In modo analogo si hanno per ¢; e ¢, le limitazioni

13,4
l<—e< 3.96 ?rzs

(13,4
0<e < 3. 213%'
Tenendo presenti le limitazioni sopra trovate per ¢,, ¢,, ¢, ¢,
ed osservando che &

1 9
0<a,<m-}, 0<a,<16.2(n+X+1)(n+1+2)’
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si ha dalla (14)
T, — %)
les| < =g
e da questa per la (16)
1 69 A
l 6 l <3G 23nl

P cotg &,
Dalle (17,) e (17,) con facile calcolo si ha
1 7242 1 8249
0<b<wrmas *<%<wsirs

quindi per la (17)

1 8249
ler | < 5i1T-320
ossia
1
I £y l < 8_’}'72 37,5.
Osservando ora che per la (15) &
A>1

si ha dalla (18)

1 /(69 7,7

l7|<’56|+[57|<8n,( + ot s, +375)

quindi 17

1 ,

19 Il <gp(t62+ i),

e da questa, posto

ML — )

p(n, A) = o cotg s,
segue
Lo, 9| < =D 46,2V3 + 71,7)
cioe & \
168M1 — %)
leln, ¥) | < —eny -
Abbiamo dunque che se sono soddisfalte le sequenti condizioni
— 2A
[’-@———6—+—3]+1grg[g], n = 10,

vale allora per U r-esimo zero ©, di Py® (cos %) la formula

L— 2% 2r +21—1
(20) =3, + N s )(1 — ;b—) cotg S5, 4+ p(n, 1)}, N,= m ,
con ‘ ,
16871 — )
(21) e, N < —mr— 1|
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5. Nel caso dei polinomi P,(x) di LEGENDRE (A = 1/2, cos T =ux),

posto
cos ©, =%, co8 Y, =,

e valutando il secondo membro della (20) con la formula di TAYLOR
arrestata alla derivata seconda, otteniamo la formula di Tricomr

= [t— g1+ e

(20)
4r — 1 n—+ 2 n o .
33,,.—0084%+21t, [—(—;——]+1g'r§[§] w=>10 (%);

in questa, per le cose prima dette, si ha per ¢ la limitazione

5
lel < g

@)




