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Sull'esistenza per i sistemi anolonomi soggetti a yincoli

reonomi di un integrale analogo a quello dell'energia.

Nota di ANTONIO NADILE (a Messiiia).

Siinto. - Si dà forma côtiveniente alle equagioni dinamiche dei sistemt
anolonomi a vincoli dipendenti dal tempo, riferiti ad n coordinate
lagrangiane, mercè la introduzione di Una n-hl-esima coordinata la-
grangiana, e si dimostra, analogamente a quanto ha fatto il PAIN-
LEVE per i sistemi olonomi, la esistensa, in alcuni casi, di un integrale
analogo a quello delV energia.

1. Consideriamo un sistema olonomo riferito ad una w-pla di
coordinate lagrangiane q19 g2,..., qn, e sia

(1) T= | i „ M i 9 ü -h S hi + T = Tt 4- 2\ •+• To

la forza viva del siötema, «uppbsto a vincoli dipendenti dal tempo
(reonomi).
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Mediante la introduzione di una n •+- 1-esima coordinata g0

J(q9 ~ 1 ) la T puö assuraere la seguente forma :

\ n . . » . . . j^n

T = g Sy Mt,qtq3 -+- 2, p,g,g0 -h rSo* = g ^ J ^ M J »

dove nei coefficient! in luogo di t si è posto g0, ed inoltre

atJ=MtJ — Mn, per », J4=°; aoj = ajo = %> per ^ =}= 0; gao o^Y.

Le equazioni di LAGRANGE relative alla forma quadratica T e con
riferimento aile w-f-1 coordinate q0, qlf..., gh assumono 1'aspetto

(2\ — —- — — — O ii — 1 2 <n,\

(2') -=7— = Q0>

dove anche nelle Qt va intesa la sostituzione di q0 a t.
L' equazione (2'), relativa all' incjice zero, serve a dare signlficato

alla n -+- 1-esima componente lagrangiana del la forza, la quale, in
tal senso, è una quantità la cui determinazione coincide col primo
membro della detta equazione (2') (*).

Supponiamo, ora, che il sistema olonomo considerato sia sog-
getto ulteriormente ad m <r n vincoli di móbilita anolonomi reonomi
espressi dalle equazioni pfaffiane

n
S r bh q = 0 . (Ji = 1, 2,. . . , m ; g0 = 1)
o

La introduzione di n — m caratteristiche cinetiche, wx wî?..., w„_m

ci consentira di esprimere le component! lagrangiane della velo-
cita mediante Ie relazioni

(3) qr = ï>h prAo)A, (r = 0, 1, 2,.. . , n)

[wo = l, Poo=1> Po/i~°» (fc = l, 2,..., n — m)]

mentre la forza viva assumera la forma quadratica

^ o

nelle n — m -+-1 quantità o>0, cow ..., wn_m.

(J) Cfr. G-. D. MATTIOLI, SU una forma delle equatstom d% Lagrange
nelle quali il tempo è introdotto come n -h 1-esima coordinata^ (« Atti K Isti-
tuto Yeneto », T. XCI, 1931-32).
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Introdiicendo inoltre Ie quasi coordinate, definite dalle relazioni
<iÇh = ti>hdî̂  (fe = 0,, 1,... > n—m; dl0 = oi0dt = dt), Ie (3) si possono
scrivere

*3') dqr = X prH<> (r = 0, 1, 2 , . . . , n)
o

e Ie equazioni dinamiche del sistema assumono, com' è noto (*),
l'aspetto

d öT* ST* n~m

ove
J- - S r prAgj-, O,* - S r Qrprt (* = 1, 2,,.. ,n~m)
°^h 0 C(lr 1

v _ v -Y „ * S

Ti, W — — U *h — ^r. «^P

Nello stesso modo con cui si introducé la n •+- 1-esima equa-
zione di LAGBANGE nel caso olonomo, cosl, anche in questo caso,
appare assai naturale associare alle n — m equazioni (II) V equa-
zione

d dT* ST* M—m

la quale non ha altro ufficio, per il momento, che quello di defi-
nire la Qo*.

È beninteso che nella forza viva T* e nelle componenti Q{* si
è operata la sostituzione di t con q0,

2. Dalle equazioni (II) (II') ei proponiamo anzitutto di deduxre
una relazione analoga a quella délie forze vive.

Per questo osserviamo intanto che

*

e che, per la emisimmetria délie y, si ha

n—m n—m n—m n—m

o o o o

(2) Cfr. C. AQOSTINBLLI, SulV applicabilité del metodo di Jacobi della
Meccanica Analitica ai sistemi anolonomi, « Rendiconti Accadeniia l^azio-
nale Lincei », voL VII, 1949, pap.093).
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D'a l t r a piaifte, essendo T* forma quadratica omogenea nelle
w0, Ù I , , . . . , toB^.m, risulta

o POJC

da cui, deriTando rapporto a t, si ha

dT* «-»» d aT* aT

mentre per derivazione diretta dalla T* discende

dT* *g

Se allora dalla précédente si sottrae quest' ultima si ottieiie

dT* _jn~m d^dT* aT
« "" o' Wf * fa* " o 99r qr '

Moltiplicando le equazioni (II) e (H') per cféh e <R0 rispettiva»
mente, e facendo la somma rispetto ail'indice h da 1 a n — m>
quando si tenga conto di tutte le prece^enti, si perviene alla rela-
zione

(I)
\JVV J

che ei eravamo proposti di stabilire.

3. Dalla relazione testé trovata discendono varie conseguenze
importanti.

Primieramente è da rilevare che dalla (I) si ottiene immedia-
tamente il teorema delle forze vive quando i vincoli tutti, olonomi
ed an olonomi, risultano indipendenti dal tempo (vincoli scleronomi).

I n secondo luogo si osserva che, se i vincoli anolonomi, pur non
essen do scleronomi, sono tali che

Ppo ~ 0> (p = 0, U — » n)
risulta

ST w dT*
0 wt0 0 " r

Allora dalla (IF) si' deduce Q0* = 0 e la (I) si riduce alla nota
relazione délie forze vive.

Perciö 'nel caso che esista il potenziale U délie forze, e sia in-
dipendente dal tempo, si présenta 1' integrale :
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Infine, ponendosi nel caso piii generale, cioè supponendo Ie
non tutte nulle, essendo Teonomi i vincoli olonomi, si ha

dio0

Sa,,!.

ove
n—m

Tj* = 2*
Ponendo inoltre

1 n—m

dalla (II') si deduce

Qo* = ^ ( 1 \ * + 2T0*) -

con che la (I) fornisce la relazione
\A n—m §y* n—m

(I') I (Tt* - T*) = S„ Tt, ̂ «,«» - - ^ + S» <?,* «»
da cui dedurremo f ra poco, per il nostro sistema anolonomo a vin-
coli reonomi, un integrale analogo a quello trovato da PAINLETE
per i sistemi olonomi.

Per conseguire lo scopo che abbiamo in vista occorre anzitutto
che la forma quadratica

i Sa !

si riduca ad una forma lineare nelle q, per il che è necessario che
siano soddisfatte Ie condizioni

ï ; , o * - £ ^ r = O , ij,k = lt 2,..., n—m).

Soddisfatte queste condizioni, e tenendo conto che Yi,oo ~ ^ , la (I')
diventa

| (T* - m = B s : (Yo, 0, -
 8 9 v

Allora, se il secondo membro di quest'ultima relazione risulta
uguale alla derirata totale rispetto al tempo di una funzione

g», »•, £n) t\i discende immediatamente 1'integrale

T4* — To* = F-f- h (h = coat)

analogo a quello di PAINLEVE.


