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Caïcolo di alcnni determinauti.

Nota di GnrsEPPE VAROLI (a Bologna).

Sunto. • Si ottengono sviluppi di determinanti dal confronto di identità ot-
tenute con procedimenti diversi.

1. Sviluppando Ie potenze 2fc-esima e (2fc+l)-esima di ~

si ottengono Ie relazioni

{1) OOB«* X=^=l [Çk ~ *) -h V (2*) CO8 (2k -

<2) c o s œ ^ r ^ S (

Se poniamo

~ S afeJI cos 2h-*P x,
0

cos (2h -+• l)x = S
0

e nei secondi membri di queste relazioni esprimiamo Ie
di cos x mediante la (1) e la (2) otteniamo

h~1 p 1 I2h — 2s\

2h - i — 2s
i h-s

<6) cos (2h + l)x = S cos (21» -H 1 - 2p)x l
p~ 0 3=0

Da queste relazion|,, per il principio di identità, si deducono
due sistemi non omogenei di h -+- 1 equazioni lineari in h -H l
incognite : dalla (5) si ottiene il sistema nelle incognite x.hi s

19



294 GKJSEPPE VAROLI

(« = 0, 1. 2,..., h)

1

. 1 (2h\ 1 /2fc-2A
0 = 2*=ïU )"»•• + 2 ^ [ p - 1 )**" + --*•

1 /2fo — 2p -H 2 \ 1 (2h — 2p
"•" 2»"-»J>+I \ l j **> P-» ~*~ 2 » " - ! J ^ - 1 \ 0

(p = l, %..., h-1)
—1\ 1 /S»-8\

1 /3\ 1 / 1 \
•*- & \2) *»- »-J + 2 \ 1 / "*' *~* "*" *»• *

Ie cui soluzioni, come proveremo, sono

(8) a,,, = 2»-» ;«»,, = ( - 1Y2»-*-* f ( * "J- ~ *) (s = 1, 2,..., *) ;

dalla (6) si ottiene il sistema nelle incognite $hit ( s ~ 0 , 1, 2,..., h)

1

(9)
— 2p -H 3

(j»=l, 2,..., h)

Ie cui soluzioni, come proveremo, sono

(10) pfc, = 2** ; pb , = ( - 1)«2'"-" ? ^ i (2
s
fo - ^ (s = 1, 2,..., h).

Sostituendo nelle equazioni dei sistemi (7), (9) rispettivamente
Ie (8), (10) e tenendo conto che, nei casi in cui i coefficient! bino»
miali hanno significato, sussistono le identità

m /m — s — l\/m — 2A m tp\(m — a — 1

2h (2h — 8— l\(2h - s — 1\ (h\(2h — s — 1

8 \ A _ i A j U A
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si ottengono relazioni del tipo

ove a rappresenta un fattore non nullo. *
Che la (11) sia nulla si dimostra facilinente calcolando per xz=: 1

Ie derirate (r — l)-esime dei due membri delFidentità

r /r\
X<I-r(x — i)r — S (— lW j Xq~s

(derivando al primo membro con la regola di LEIBNITZ) e divi-
dendo per {r — 1) !.

2. Se risolviamo i sistemi (7), (9) applicando la regola di CRA-
MER e confrontiamo Ie soluzioni ottenute rispettivamente con
Ie (8), (10), otteniamo lo svüuppo di determinanti del tipo

(T) » »

(") (V) (V)- »

0

0

o

(m—2p-i-2\

m—p-~l

o.

[p-lj [p-2} (p-S)-[ l J

( m\ (m—2\ /m—4\ /m - 2Ü-H4\

P) (p-i) U - 2) - ( 2 )

Se nelle note relazioni, dedotte dalla formula di D E MOIVRE,

c o s 2 t e ~ S (—lW« 1 coB2h~~ipx^entpx,
p=0

K \2pJ

•2pcos (

(*) Con ^(9") indichiamo il maesimo inteio contenuto in -=•
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ospriimmno i sooondi membri per le sole potenze di cos x, si ottiene

h h /2h\/s\
cos2hx= 2 (— iy 2 L ) cos2*-** se,

p-O 3=p\^S I\P)

cos (27/ -f- 1)» = 2 (— 1)" 2 (2

p=0 s=p \ P

Confrontaiido queste relazioni con Ie (3), (4) e tenendo conto dei
valori forniti dalle (8) (10), si ottengono identità che possono com-
pendiarsi iu

-PCJLT
3. Scriveudo la (3) per h = 1, 2, ... . k ne risulfcano k equazioni,

che possono considerarsi un sistema non omogeneo nelle k inco-
gnite cos* x, cos4 x,..., cosJ7t x.

Il déterminante dei coefficienti, tenuto conto che xhj 0 = 2th~1

(h = 1, 2,-.., k), risulta

(12)

o
o

0
0

0

0
0

0

l - a * -A-l,o

*i A—1 ^ A Ï A — 2 aA)A—3

allora il valore di cos2A# è dato da

(13)
1 k

= 2P 2

avendo indicato con As, k il complemento algebrico dell' elemento
della riga s-esima ed ultima colonna nel déterminante (12).

Confrontando Ie (1) (13) si ottengono gli Tsvihippi dei k deter-
minanti di ordine (k — l)-esimo

„ h =
(s = 1, 2, . . . , fc).

4, Scrivendo la (4) per h = 0, 1, 2, .„, k ne risultano fc H- 1
equazioni, che possono considerarsi un sistema non omogeneo
nelle fc + 1 incognite cosx, cos3 a;,..., cosXA+1 x.
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II déterminante dei coefficienti, tenuto conto che ($&) <, = 2*"
(h = 0, 1,..., k), risulta

(14)

Po,o

P l , l

p„2

0

Pu o

p„,

0
0

P»o

... 0

... 0

... 0

0
0

o'

Pa—i» s—a

allora il valore di cos**1"1"1 x è dato da

1 *
(15) COS x = cos

avendo indicato con Bs^lik4.ï il complemento algebrico dell'ele-
mento della riga {s + l)-esima ed ultima colonna nel détermi-
nante (14).

Confrontando Ie (2) (15) si ottengono gli sviluppi dei & + 1
determinanti di ordine k

(2fc I ) (s = 0, 1, 2,..., fc).


