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Caleolo di alecuni determinanti.

Nota di GrusepPE VAROLI (a Bologna).

Sunto. - S oftengono sviluppi di determinanti dal confronto di identita ot-
tenute con procedimenti diversi.

1
1. Sviluppando le potenze 2k-esima e (2k—+ 1)-esima di 5 (er+ e )
si ottengono le relazioni

1 2k — 1\ k1 (2K
(1) cost = gm=i [( k ) + SEO ( s ) cos (2k — 23)90],
k 5
{2) cos’*+lgp — ~ z 2k +1 cos (2k + 1 — Ss)a.
2% 5o s
Se poniamo
h
3) cos 2hx =p§0 a, p COS 3P
3
{4) cos (2 + 1)x = 2 B, , cos®*ti—tr g
p=0

© nei secondi membri di queste relazioni esprimiamo le poteunze
di cos x# mediante la (1) e la (2) otteniamo

k-1 P 1 2h — 2s
cos 2hx :pzo cos (2h — 2p)xs§o %, s G ( p—a ) +
5
®) b1 i 2h — 1 —2s

+ s§_0 %hs 5 GER—1—2s ( h—s ) + ®py by

2h~—2s

h —_—
{6) cos(@h + 1)x= Z cos (2h + 1 — 2p)x > Bhs 1 (2h +1 23).
=0 s=0 2 p—s

Da queste relazioni,.per il principio di identitd, si deducono
due sistemi non omogenei di h <+ 1 equazioni lineari in h+ 1
incognite : dalla (5) si oftiene ii sistemma mnelle incognite «,
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1=5m=1 %o

1 (2h 1 (2h —2
0=22h—l )“h,o'*"gm( R L e

b p .
1 2h —2p + 2 1 2h — 2p
) + gE—ipr1 1 %y p—t + Grn—zp—i 0 %
=12 .., h—1)
1 (2h—1 1 (2h—3
O=gm=i\ 5 )ome*+gmmalp__q )1t —+

1/3 1/1
\ +o3lg)%*mr— + 51 % e—t %R
le cui soluzioni, come proveremo, sono

2h —1 —

(B) %y o= 215 a, , = (— 1y2—i— 2s2_h( s 1 s) (s=1,2,..,h);

dalla (6) si ottiene il sistema nelle incognite 8, , (8 =0, 1, 2,..., h)

1
1=ﬁzﬁh,o

o (0= (g oot ams (G )

1(%_%+3

+ 5i—eprs

2k —2p +1
Brp—t + 22h—2p< op ) b p

(p=1,2.,h

le cui soluzioni, come proveremo, sono

2h + 1 (2p —

(10) By, o =2%"; By, ,=(— 1)2%— —:—— ( s — 18> (s=1, 2,.., h).
Sostituendo nelle equazioni dei sistemi (7), (9) rispettivamente
le (8), (10) e tenendo conto che, nei casi in cui i coefficienti bino-

miali hanno significato, sussistono le identita

v

i v S

2h<2h-—s—~1)(2h—s—1_h(2h—8—1
8 s —1 h—s )—(s) h—1 )’
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si ottengono relazioni del fipo

w « =675

ove @ rappresenta un fattore non nullo. -
Che la (11) sia nulla si dimostra facilmente calcolando per x =1
le derivate (r — 1)-esime dei due membri dell’identita

wr—r(e — 1) = 5;0 (— 1)3(2) a1

(derivando al primo membro con la regola di LEiBNITZ) e divi-
dendo per (r —1)!.

2. Se risolviamo i sistemi (7), (9) applicando la regola di Cra-

MER e confrontiamo le soluzioni ottenute rispettivamente con
le (8), (10), otteniamo lo sviluppo di determinanti del tipo

(m) 1 0 .. 0 0

=
3
© |
N
s
=
\_‘ﬁk
(=1
[or]
Il

m (m—p-—1
( »—1 )

6 G2y G- ()

Se nelle note relazioni, dedotte dalla formula di DE MOIVRE,

b 2h
cos 2hx = X (— 1)"’(2 cos?—*? g.gen?” x,
p=0 P
h
cos (2h + 1) = 3 (— 1)”(2h2+ 1) cos*1—2 x.gen®? x
p=0 P

{(*) Con E(g) indichiamo il massimo inteio contenuto in %n .
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esprimiamo i secondi membri per le sole potenze di cos x, si ottiene

h ro(9
cos2he = S (— 1y X (. h)(s> cos—2P g,
p=0 s=p 2s /\p

b k(20 +1
cos2h + V= 2 (— 1)? X ( 2:: )(;) cos®ht1=2p g,
p=0 s=p y

Confrontando queste relazioni con le (3), (4) e temendo conto dei
valori forniti dalle (8) (10), si ottengono identith che possono com-
pendiarsi in

ho/m\/s m (m — P 1) [ /m)
x — Qm—2p—1 _ =1 2, ey h 3 h=E\35 |-
v <2s)<p) p\ p—1 =5 \2 1

3. Scrivendo la (3) per A==1, 2,.... k ne risultano k equazioni,
che possono considerarsi un sistema non omogeneo mnelle & inco-
gnite cos®xz, costw,.., cos**x.

Il determinante dei coefficienti, tenuto conto che =z, ,— 23—
(h=1, 2,..., k), risulta

%150 , 0 0 . 0 0
%91 - %30 0 - 0 0
(12) %3, 2 %351 %3, 0 0 0 —_— 2702
_ b
Utz X, ked Ek—1y k—ik o %p—2s0 O
Xy g—1 Xy k—2 %psk—3 o %1 %gy0
allora il valore di cos**x & dato da
1 &
(13) cos® g = om s§1 A, J(— 1)yt + cos 2sx],

avendo indicato con A4,,, il complemento algebrico dell’elemento
della riga s-esima ed ultima colonna nel determinante (12).

Confrontando le (1) (13) si ottengono gli sviluppi dei %k deter-
minanti di ordine (k& — 1)-esimo

2
4, , = 21 (k ok s) (8=1, 2,..., b).
4. Scrivendo la (4) per A=0, 1, 2,..., &k ne xzisulta.no k+1

equazioni, che possono considerarsi un sistema non omogeneo
nelle &k + 1 incognite cos z, cos®x, ..., cos™+1 g,
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J1 determinante dei coefficienti, tenuto conto che g, , = 2**
(h=0, 1, .., k), risulta

Bo, o 0 0 . 0 0
pll 1 ﬁl, 0 0 oo 0 O 4
(14) pﬂy 2 ﬁz, 1 pz: 0 e O 0 — 2h(k+l)’

..........................

pk-ly k=1 pk—l! k—2 pk—ly k—3 *** pk"‘h 0 0

¢ ﬁk, k gka k— gk’ k—2 pk, 1 pk, 0

allora il valore di cos***!x & dato da

1 k
(15) cos™ i p — QRG+D) s§0 B4y, x4 CO8 (28 + 1),

avendo indicato con B,,, ;,, il complemento algebrico dell’ele-
mento della riga (s + 1)-esima ed ultima colonna nel determi-
nante (14).

Confrontando le (2) (15) si oftengono gli sviluppi dei k41
determinanti di ordine k&

2k+1) (

Boyy, iy = 280D ( o) =012k



