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Su qualche proprieta dei polinomi di Legendre.

Nofa di Axronio Coruccr (a Napoli).

‘Sunto. - Si perfeziona una limitazione di G. SANSONE e s1 studia Vespressione
Pn? 4 APn—1Pn+1 per ¢ diversi valori (reali) di X.

1. a) P. ToRAN (!) pare sia stato il primo ad osservare che la
espressione

['E"n(x)]2 - Pw—l(x)Per-l(x)’

costruita con tre polinomi di LEGENDRE successivi, & positiva per
i valori di « compresi tra —1 e 1.

Recentemente G. SANSONE, in due eleganti note apparse in
questo <« Bollettino » (?), ha perfezionato tale teorema e ha fatto
vedere che 1’espressione in parola & definita negativa per |x| > 1.

Nel presente breve scritto, giovandoci all’occorrenza delle pro-
prietad ricordate, ci proponiamo di esporre alcune osservazioni, che
ritemiamo nuove, intorno ai polinomi di LLEGENDRE.

b) B noto che se un polinomio f(x) di grado » ha gli zeri
reali e semplici, il suo Hessiano

H(x) = (n — 1[f'@)] — f@)f"(),
il cui grado 8 generalmente 2n — 4, li ha tutti immaginari, ragion
per cui H(x) riesce definito positivo su tutfo 1’asse reale (?).

(!) G. Szead, On an inequality of P. Turan concerning Legendre poli-
nomials, « Bull. of the Am. Math. Soc. », 54 (1948), pp. 401-405.

(?) G. SANSONE, Su una diseguaglianza di P. Turan relativa ai poli-
nomi ds Legendre e Su una diseguaglianza relatwva ai polinomi di Le-
gendre, « Boll. Un. Mat. Ital. », (3), 4 (1949), pp. 221-223 o (4) 4 (1949),
339-341.

(3) F. GERBALDI, Un teorema sull’ Hessiana di una forma binaria, « Rend.
del Circolo Mat. di Palermo », t. III, (1889), p. 22.
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Applicando questo teorema all’ennesimo polinomio di LEeeEN-
DRE, P,(x), e ricordando che

(1) (@* — 1)P,(x) = naxP,(x) — nP,,(x)
si trova

2 (0 + )P, — 2nxP (@)P,—(x) + (n — [P, (@) =0

I’ eguaglianza sussistendo solo per x—==1.
Se x > 1, insieme con la diseguaglianza precedente, & verificata
quella di SANsONE
[Pn(x)}2 - Pn—l(w)Pn-f-l(x) <0

che a cagion della nota formola

2n + 1) P, —nP,

diventa
B  (»+ D[P, (@] — (2n + 1)xP, (@) P,— (&) + n[P,—(®)]* < 0.

Consideriamo ora le due equazioni di secondo grado

m+Lp*—2ncp+n ~1=0,
m+1)p*- 2n+xp +n=0

contenenti linearmente il parametro (positivo) 7, che immaginiamo
variabile con continuita.

Esse, per i dichiarati valori di * e #», non hanno mai radici
comuni; e poich® le due coppie di radici si separano per n—1,
lo stesso fatto deve verificarsi per gli altri valori di .

Premesso cid dalle disuguaglianze (2) e (3) si trae la limitazione

(4) ?n(w) < P ”( ()) < ?2n+l(w)

dove per brevith si & posio

ne + \Vn¥z: — 1) + t
n+1

Pnl®) =
Dalla (4) si ricava subito la nota relazione

lim P.®)
7 —e 00 n—l(

)._a:+ Vai =1,

e data la crescenza di ¢,(x) rispetto ad n si trova anche

P(x)

P, ()

che & la limitazione di SANSONE.

< <z+VefF—1 (@>1, n==2, 8,..)
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¢) La parte sinistra della (4) & verificata anche se « & compreso

n:—1
tra V—”—— e 1; percid gli zeri di P,(x) sono, in modulo, minori

2 -——
di \_/”___1
"
d) Tenendo conto della (1) e del teorema di SANSONE si ha

)

( - )’— Pu@Pymy = Pumy) = WPy — PusP) 0
P - @ — 1)P?,_, >

n—l

n

ciod P & funzione crescente di x per x > 1 (%).

[ |

2, Consideriamo ora 1’espressione
) [Pu@)f® + AP, ()P 41(®)

che generalizza in modo naturale quella studiata da P. TurAN,
G. SzeGd e G. SANSONE.

Che cosa si pud dire al riguardo?

Evidentemente basta limitarsi alla considerazione dei soli va-
lori positivi di .

Se —1<i<0 & ovvio, in base a quanfo abbiamo ricordato
in principio, che la (b) assume valori positivi per 0 <<x < 1. Ve-
diamo se si annulla per x> 1.

(*) I1 teorema di GERBALDI sopra ricordato pud essere di qualche utilita
anche nello studio di altre successioni di polinomi ortogonali.
8i considerino, ad esempio, i polinomi di HerMITE

2 d"e*“2

H,(x)=¢€" qan

n=12,..; Hyx)=1.

(Cfr. G. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali, 1* ed. Bo-
logna 1935, p. 191).
Tenendo presente che gli zeri di H,(x) sono reali e semplici e che

dH.n.pg —

ot = —2n + 1),

il teorema dell’ Hessiano da subito
(04 1) Hy? — Hyy Hyy > 0.
Gombinando questa con la nota relazione
H,,,+2H,+2nH,—,=0

si ricava una diseguaglianza contenente H, ¢ H,_,.
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[ua funzione
_ [P@)
90 = p__ (%P, (@
porae

) - - _(@n- LHhins 1)
gty =1, Hmg@w)="—6 " <

pereid se k& ' estremo inferiore, certamente positivo, di gla) nel-
I'intervallo (L.+ oo) I’espressiove (5) si mantiene positiva (anche)
per x _- 1 oppure cambia di segno secondo che A & maggiore o mi-
nore di - k.

In modo analogo si esamina il caso A < — 1: per i valori di
x>=>1 la (5) & definita positiva; invece 1l suo segno & variabile

guando x descrive I’intervatto (I()Tll)

Pit interessante & il caso X > 0.

Cousideriamo le due coppie di polinomi sturmiani P,,,, P
P, +P,_,: per un noto teorema () le due equazioni

3

7n?

Pn+1+iPn:05 P¢z+i)‘Pvz—1:0

hanno le radici con parte immaginaria negativa. La stessa pro-
prietiv appartiene all’equazione prodotto

PP, , — P} + P, + 2P, P, )=0
e quindi (sempre per il citato teorema) i due polinomi

Pn(-Pn+l - )‘Pn—l)7 Pn2 —+ )‘P1'v1Pn+l

sono sturmiani (%)
Pertanto I’ equazione

P +\P,_P,,,=0 (> 0)

ha le radici tutte reali e semplici (e naturalmente comprese tra
- 1le +1)

(°) A. Coruccel, Sopra ¢ polinomé definiti e le equazioni algebriche a
coefficienty complesst, « Semin. Mat. Universitah di Roma », (1939), s. IV,
vol. 8, fasc. 3.

(6) Notis1 che le radici di P, separano quelle di P,,,, — AP, —,;inveroi
due polinomi non possono avere radici comuni e per A =0 i due gruppi
d1 radici s1 separano.

Se 2 =1 le radici del secondo polinomio, ove si prescinda da == 1, sono
quelle di P,/



