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Su q » al ck e proprietà dei poli nom i di Legendre.

Nota di ANTONIO COLTTCCI (a Napoli).

'Santo. • Si perfesiona una Umitasione di GK SANSONE e st studta Vespressione
Pn2~f-APn-iPm-i pw i diversi valori (reali) di X.

1. a) P. TXTRÀN (*) pare sia stato il primo ad osservare che la
espressione

[Pn(x)f - P^WP^X),

costruita oon tre polinomi di LEGKENDRE successivi, è positiva per
i valori di x compresi tra — l e l .

Recentemente Q. SANSONE, in due eleganti note apparse in
questo « Bollettino » (2), ha perfezionato taie teorema e ha fatto
vedere che l'espressione in parola è definita negativa per | x | ^> 1.

Nel presente breve scritto, giovandoci all'occorrenza délie pro-
prietà ricordate, ci proponiamo di esporre alcune osservazioni, che
ritemamo nuove, intorno ai polinomi di LEGENDBE.

b) È noto che se un polinomio f(x) di grado n ha gli zeri
reali e semplici, il suo Hessiano

H(x) = (n - l)[f W - fix)f"(x),
il cui grado è generalmente 2n — 4, li ha tutti immaginari, ragion
per cui H(x) riesce definito positivo su tutto Fasse reale (3).

(1) G. SZEGÖ, On an inequality of P. Turàn concerning Legendre poli-
«nomiaîs, «'Bull, of the Am. Math. Soc. », 54 (1948), pp. 401-405.

(2) GK SANSONB, SU una diseguagliansa di P. Turàn relativa ai poli-
w&mi di Legendre e Su una diseguagliansa relativa ai polinomi di Le-
gendre, « Boll. Un. Mat. I t»l . », (3), 4 (1949), pp. 221-223 e (4) 4 (1949),
339-341.

C) F. GERBALDI, Un teorema sulVHessiana diuna forma binaria, «JRend.
del Circolo Mat. di Palermo », t. III , (1889), p. 22.
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Applicando questo teorema ail'ennesimo polinomio di LEGEN-
DBE, Pn{x), e ricordando che

(1) (*>2 - l)Pn'(x) = nxPn{x) - nP^(x)
si trova
(2) (n -t- l)[Pn(a;)p - 2^Ptt(x)PM_1(a;) -*- (n - i p ^ a ; ) ] 2 ^> 0

Fegnaglianza sussistendo solo per « = ± 1 ,
Se a? > 1, insieme cou la diseguaglianza précédente, è verificata

quella di SAKSOKE

che a cagion délia nota formola

p M {2n+l)xPn(x) - nP w _ , (x )

diventa
(3) (n -H l)[Pn(x)]« - (2n + V)xPn{x)Pn-x{x) -H « [ ^ « - I ^ ) ] 8 < 0.

Consideriamo ora le due equazioni di secondo grado

(n -+- l)p* — 2nxp -H n —1 = 0,
(n -H l)p2 - (2» -H l)a:p -^ w = 0

contenenti linearmente il parametro (positivo) n, che immaginiamo
variabile con continuità.

Esse, per i dichiarati valori di o? e n, non hanno mai radici
comuni ; e poichè le due coppie di radici si separano per n = 1,
lo stesso fatto dere verificarsi per gli altri valori di n.

Premesso ciö dalle disuguaglianze (2) e (3) si trae la limitazione

(4)
dove per brevità si è posto

Dalla (4) si ricava subito la nota relazione

lim * ^ L = a . + V5TI^.

e data la crescenza di cpn(#) rispetto ad n si trova anche

che è la limitazione di SANSONE.
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c) La parte sinistra délia (4) è verificata anche se x è compreso
Y^2— i

tra e 1; perciö gli zeri di Pn(x) sono, in modulo, minori

n
d) Tenendo conto délia (1) e del teorema di SAKSONE si ha

(x*-

pn
cioè p — è funzione crescente di x per x > 1 (4).

2. Consideriamo ora l'espressione

che generalizza in modo naturale quella studiata da P. TURÀNT

G. SZEGÖ e G. SANSONE.

Che cosa si puö dire al riguardo?
Evidentemente basta limitarsî alla considerazione dei soli va»

lori positivi di ce.
Se — l < c ^ < 0 è ovvio, in base a quanto abbiamo ricordato

in principio, che la (5) assume valori positivi per 0 < x <; 1. Ye-
diamo se si annulla per x > 1.

(*) II teorema di GBRBALDI sopra ricordato puö essere di qualche utilità
anche nello studio di altre successioni di pojinomi ortogonali.

Si considerino, ad esempio, i polinomi di HBRMITE

Hn(x) = <?* ^ ^ n = i % ... ; H0(x) - 1.

(Cfr. G. SANSONE, Sviluppi in serie di fwnzioni ortogonali, l a éd. Bo-
logna 1935, p. 191).

Tenendo presente che gli zeri di Hn(x) sono reali e semplici e che

!)*„
il teoreraa dell'Hessiano dà subito

Oombinando questa con la nota relazione

Hn+l -k 2xHn + 2nHn-t = 0

si ricava una diseguaglianza contenente Hn e Hn~i
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La funzione

ppreiö so fe è F estremo inferiore, certamente positivo, di g(x) nel-
T intervalle» (L-+- oo) l'espressioue (5) si mantiene positiva (anche)
per x ^ 1 oppure cambia di segno secondo ehe X è maggiore o mi-
nore di — k.

Iu modo analogo si esamina il caso X < — 1 : per i valori di
x>l lu (5) è definita positiva; invece il suo segno è variabile

i-—i
quiindo x descrive Fintervatto (0,1)

Più interessante è il caso X > 0.
Consideriamo le due coppie di polinomi sturmiani Pn^_iy Pn;

Pn. A?n_j ; per un noto teorema (5) le due equazioni

P n + , + ^ n = 0, Pn -H ikPn^ = 0

h anno Ie radici con parte imraaginaria negativa. La stessa pro-
prietii appartiene all? equazione prodotto

P„(Pn^ - XP—,) + i(Pn* + ^P„-,P„+1) = 0

e quindi {&empre per il citato teorema) i due polinomi

sono sturmiani (6).
Pertanto 1' equazione

P.' + iP^P^sO (X>0)

ha Ie radici tutte reali e senaplici (e naturalmente comprese tra

{">) A. COLUCCI, Sopra i pohnomi definiti e Ie equasioni algebriche a
coefficienti complessi, « Semin. Mat. Università di Roma», (1939), s. IV,
vol. 3, fase. 3.

(6) !Notisi che Ie radici di P n separano quelle di Pn+i — XPn—L; iüvero i
due polinomi non possono avere radici comuni e per X = 0 i due gruppi
di radici si separano.

Se À = 1 le radici del secondo polinomio, ove si prescinda da zt= 1, sono
quelle di Pn ' .


