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Sulle medie multiple di potenze.

Nota di CarrLo BONFERRONI (a Firenze) (*).

Sunto. - Definita la media « multipla » Mp,q,... delle n quantita X; come ra-
dice d’indice p-+q -+ ... della disposizione-prodotto media di gradip, q,...,
si estendono ad essa alcune proprieta della comune media di potenze;
si démostra che ravvicinando due indici p, q in modo da lasciare inva-
riata p—+q, la Mp, ... diminuisce (per x; mon costante); e si fa notare
che la graduatoria per indici delle medie di egual grado mon costi-
tuisce sempre graduatoria per grandezza (com’é statin talvolia affer-
mato), perché occorre temer conto anche della variazione di multiplicita.

1. La comune < media di potenze» d’ordine o grado p, fra
x, .. &, (positivi), definita da

S,
M,o:‘/#, S, =2, + ... + 2,7,
pud essere generalizzata nella media « doppia» o di molteplicita 2,

di gradi parziali p, g e totale p + g, definita da
pte

 Spq
P9 _ .
My, q= Vn(n )’ Sp,q= 2,727 + X, P2, + ... ;

nella «tripla» o di molteplicita 3,
rtair

Sp
_~ g T — . U
Mp, q,r = n(”__ 1)(7& _ 2) > Sp, g r = ﬂ'/‘lpﬁqus’ ~+ x,”xqu3’ ~+ ...

e cosl via, per molteplicitd superiori.

2. B noto che M, & funzione crescente di p. Tale proprietd si
pud estendere in due modi:

a) Mp,p,p.... & funzione crescente di p; b) My, ¢,+:.. & fun-
zione crescente del suo massimo indice. Lie dimostrazioni si pos-
sono dare derivando rispetto a p e tenendo conto delle proprieta
delle funzioni concave.

3. Similmente, si dimostra che, sotto condizioni molto larghe,

*) Comunicazione tenuta al III Congresso dell’ U. M. I. (Pisa, set-
tembre 1948).
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L ——
la Mp.gq.%.... tende a Yz, ..z, quando p, q. ... teydono a zero
{proprieth ben nota per M,).

1. Propricta notevole & la seguente: S p_ ¢ & p—h>gq,
t (b - 0)
Mygroeeae < Mpn,qihors.en-

caaglianza si ha solo per ¥, =x,=.... Bssendo suofficiente
mostrare che la proprieti vale per la My 4 e per due guantita

r.. x,. si consideri
Sp, g = &,Px,7 + a,7x,7.
Facemido svariare p e ¢ in modo che sia p + g — costante, si
ha dg— —
aSp = 2)7%,%(x,7~? — 2,77 (log &, — log ,)dp ;

quindi S, ¢ ba il segno di dp (se x, 3= x,) tinche risulta p - ¢,
e Yopposta per p . Cid significa che Sp,,, diminuisce al dimi-

1
niuive d1 p Tino al valore  (p -+ g). per poi rislire al valore

primitivo (quandn p si scambia con g).
Invece di differenziare, si pud osservare che v

O U R N T Yl I S il SR B

= o, %, ", — x M)y~ — o2

e che questa differenza & positiva se p — h > ¢, traendone le
stesse conclusioni.
In particolare, poiche

ﬂ{p = pr,o = Mp, 0. 0 ecc.

Mp,q= Mp,q,0 == Mp,q,0.0 ecc.
risultera
Mp = Mp—r.n: Mp,q= Mp—n,q,n; €cc.

5. I precedenti teoremi permettono di stabilirve {p, ¢ interi) la gra-
duazione delle medie per i primi gradi (a parita delle z,). Formiamo
una tabella, collocando nella stessa verticale le medie di uno stesso
grado (totale): per il 3° grado, ad es., esse sono Mz, Mo 1, M 1,1.
Disponiamole in modo che decresca il 1° indice; a parita di que-
sto, che decresca il 2°; ecc. Le medie di grado k sono tante,
quante le partizioni di ¥ in k interi (positivi o nulli) non crescenti.
Nella stessa orizzontale disponiamo, poi, medie a 1° indice cre-
scente. Limitandoci ai primi 7 gradi. avremo la seguente tabella
(s-chematica.) T.
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TABELLA T

1 2 3 (4 B 6 |7
P U - TO S U PG F ¥ 61
92 (82 |4 A2
e Jeur (B a1 su
| | 33 43

| 1221 321 421
f1111 2111 3111 4111

331
| 229 32
9211 3201 |
111 (20111 3111
2291
22111
111t 2011
111

Le medie della stessa orizzontale formano una successione
crescente da sinistra a destra (per la proprieth di n. 2): quelle di
una stessa verticale diminuiscono dall alto in basso per 1 primi 5
gradi, in quanto una media si trasforma nella successiva ravvier-
nando due indiei (per la proprietd di n. 4). Cosi

Ms—= Ms.0 > My,1 > Ms.o= M3 20> Mz, 1,1 > Mz2 1=
= M22.1.0> M2 1,1.1> Myt 11,1 .

Nel 6° grado, invece, non si pud passare da My 1,1 a M3 per
ravvicinamento di indici, onde non possiamo applicare la proprieti
di n. 4. Effettivamente, non & sempre My, 1,1 > M, 3 (per x, distinte).
Basta osservare che, formati questi due indici su fre valori x;,
w2, %3, facendo tendere a zero solo x, si pud rendere My 1,1 << i 3
(in quanto. per x, =0, s’annulla sole la prima media); mentre,
facendo crescere sufficientemente solo «x,, si pud far risultare
Ms.1,1> M35 (perche =z, interviene al 1° grado in My 3,1 e al 3°
in Ms. 3)

Lo stesso avviene di Mjz,1,1,1 ¢ M>.92(come si vede formandole
su 4 valori); e anche per le medie di 7° grado sottolineate in
tabella (nei confronti delle successive); e, in generale, per le me-
die la cui multiplicith supera quella della media successiva.
Dunque : la disposizione per graduatoria di indici costituisce dispo-
sizione per ordine di grandesza solo per i primi 5 gradi (‘).

(1) G. Zaprpa, studiando certe classi di medie (Osservazioni sopra le
medie combinatorie, Metron, Vol. X1V, n. 1, 15-VI-1940, p. 31), le he
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Dal 6° grado in poi, la diffdtenza fra due 'medie succesdive
pud :cambiar di segno. Cid avviene sicuramente (come sk® Vvisto)
quando la multiplicita diminuisce; ma pud avvenire anche in
aliri casi "(p. es.,, si riconosce che pud essere M5,2,2%BI4,4,1).
Affinche la differenza non cambi segno, & sufficiente che da ana
media si passi all’altra per ravvicinamento di indici (n. 4), nel
qual caso la multiplicith non diminuisce.



