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Salle medie multiple di potenze.

Nota di CARIJO BONFEBRONI (a Firenze) (*).

Sunto* • Definita la media « multiplet » Mp^,,.. délie n quantità jtL corne ra-
dice d'indice p-+-q -h... délia disposizione-prodotto media di gradi p, q,...,
si estendono ad essa alcune propriété délia comune media di potenze;
si dimostra che ravvicinando due indici p, q in modo da lasciare inva-
riata p-hq> la Mp, q... diminuisce (per x. non costante); e ai fa notare
che la graduatoria per indici délie medie di egual grado non costi-
tuisce sempre graduatoria per grandezza (com'è stato talvolta affer-
mato), perché occorre tenet ' conto anche délia variazione di multiplicità.

1. La comune « media di potenze » d'ordine o grado p, fra
xl... xn (positivi), definita da

puö essere generalizzata nella media « doppia » o di molteplicità 2,
di gradi parziali p, q e totale p -4- q, definita da

> « = y^n —
nella « tripla » o di molteplicità 3,

r
Mp,

e cosï via, per molteplicità superiori.

2. È noto che Mp è funzione crescente di p. Taie proprietà si
puö estendere in due modi :

a) Mp,ptPw„. è funzione crescente di p ; b) MP} q,r,;... è fun-
zione crescente del suo massimo indice. Le dimostrazioni si pos-
sono dare derivando rispetto a p e tenendo conto délie proprietà
délie funzioni concave.

B* Similmente, si dimostra che, sotto condizioni molto larerhe.

*) Comunicazione tenuta al Î I I Congresso dell' Ü. M. I. (Pisa, set-
tembre 1948).
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Ja Mp, g.y. ... tende a \xx...xn quando p< q. r,... teijdono a zero
(prnpr>tà ben nota per Mp).

i . Propriotà notevolo è la segnente * S* p ^ <•{ ^ p — h > &
H- {h - 0)

<;<iaglianza si ha solo per xl = xi = Bssendo sutficieiite
mostrare che la propriété A7ale per la Mp, q e per due quantità
rj. xt. si consideri

Fac^inio \ .wiare p e q in modo che sia p -f- g = costante, si
ha r/a z— — (*>> *•

quindi dSp.q ht\ il segno di dp (se x^^x^) tinohè risulta p ^ <i>

e Voppo^t.i p ï̂ p ^ qt Ciö sienifica che Sp,q diminuiscp al dimi-

nuée di p fmn al valore g)(]) + ç), per poi ri^ ilire al yalore

primiiivo tqu;mdn p si scambia cou g).
Tnvece di dilferenziare, si puö osservarp v\w v

e che questa differenza è positiva se p — h > g, traeudone le
stesse conclusioiii.

In particolare, poichè

Mp = J/pj o =• -Mj?, o, o ecc.

risulterà
M>M M>Mhiqih\ ecc.

5. I precedenti teoremi permettono di stabilire fp̂  q interi) la gra-
duazione delle medie per i primi gradi (a pari ta delle xt). Formiamo
una tabella, collocando nella stessa verticale Ie medie di uno stesso
grado (totale): per il 3° grado, ad es., esse sono M3, M2,i, M\t\,\.
Disponiamole in modo che decresca il 1° indice ; a parità di que-
sto, che decresca il 2° ; ecc. Le medie di grado k sono tante,
quante Ie partizioni di h in h interi (positivi o nulli) non crescenti.
N'ella stessa orizzontale dieponiamo, poi, medie a 1° indice cre-
scente. Liniitandoci ai primi 7 gradt, avremo la seguente tabella
(schematica) T.
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Le medie della stessa orizzontale formano nna succession**
crescente da sinistra a destra (per la propriété di n. 2); quelle di
una stessa verticale dimtmiiseono dall'alto in basso per i primi 5
gradi, in quanto una media si trasforma nella Micccssiva ravviei-
nando due indici (per la propriété di n. 4). Cosi

Nel 6° grado, invece, non si puö passare da M^\t\ a ]\T%3 per
ravvicinamento di indici, onde non possiamo applicare la proprieta
di n. 4. Effettivamente, non è sempre M^ t,i > M\ $ (per se, distinte).
Basta osservare che, formati questi due indici su tre valori x\,
X2, #3. facendo tendere a zero solo xx si pu6 rendere ili4,1,1 <L M\ 1
(in quanto, per xx = 0, s' annulla solo la prima media) ; ment re,
facendo crescere sufficientemente solo xx, si paö far risultare

(perche xx interviene al 4° srado in e al
in

Lo stesso avviene di Ms, 1,1,1 e M>,2,2(come si vede formandole
su 4 valori) ; e anche per Ie medie di 7° grado sottolineate in
tabella (nei confronti délie successive); e, in generale, per Ie me-
die la cui multiplicité, supera quella della media successiva.
Dunque : la disposizione per graduatoria di indici costituisce dispo-
stzione per ordine di grandezza solo per i primi 5 gradi (').

(l) Gk ZAPPA» studiando certe classi di medie (Osservazioni sopra Ie
medie combinatorie, Metron, Vol. XIV, n. 1, 15-VI-1940, p. 31), Ie h?
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Dal 6° grado in poi, la diff^î-enza fra due Jmedie successive
puö ^cambiar di segno. Ciö awiene sicuramente (corne s\è visto)
'quando la multiplicité diminuisce ; ma puö awenire aiiche in
altri casi " (p. es., si riconosçe che puö essere Mh, % 2 ^^ ,4 , i ) .
Affinchè la differenza non cambi segno, è sufficiente che da una
media si passi alF altra per rayricinamento di indici (n. 4), hel
quai caso la multiplicità non diminuisce.


