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l e esteïisioni ceiitrali di gruppi.

Nota di IJORKNZO CAL<AHI (a Strasbourg).

Sunto* Detenninaaione deXV insienie délie ebtent>iovt centrait (topologiche e
non) di un gruppo dato F per un gruppo dato lï in terwwi di grnppt
di coowologia. Détermina stone di alcuni cast tmpurtanti in ctn tntte
le extension/ tupologiche sono jibrate e centrait. O-eneralissasinne dt rt-
sultati di EiLKXiîKitn-MArLANK e di A.

IJÎI tcrjnhiolo^ia e lo iiotïizioni sono (quelle tisate fia m o in <M i*
qui npplicato anche ad osteiiNioni non topologichr. Le diinostru^ioni
dottagliate saraiuio pubblicate più tiirdi in una csposizioiio com-
pléta dolîïi teoria délie esten.sioni.

ï .

PisKiNi/iTONR. - Un* esttnitsioiu1 (topologica o no) E(B, F) del
gruppo F per il gruppo B b centrale se ]a vestrizione ad F di ogni
aiitoniox'fismo interiore di E o un autoroortisjno interiore di F.

Se F è abeliano questa définition e coiucido evideiitementc oon
quolla abituale (vedi p. es. (s)).

Si sa che ogni estensionck puô essere dtta da una coppia (g, /)
ove g b una certa applicazione di B X B in F (sistema di fattori,
cociclo) e y è un1 applicazione di B nel gruppo degii automorfismi
di F (vedi p. es., i1)). Yale il

TEOKEMA 1. - Un estensione E(B; F) è centrale se e solo se essa
puo es sers data da una coppia (g, yj con y == identilà. Iwoltre* quando
y =3 identità, g prende i stioi valori nel centro G di F.

La condizione è evidentemente sul'ficiente; essa è anche neces-

(') L. CALABirC. EHRESMANN, « Comptes Rendus de TAcad. Sciences »,
Paris, ââ8, pag. 1551-53 (1949); L. GALABI, ibidem, 229, pag. 413-15 (1949).

(2) EILENBERG-MACLANE, Cohomology theory in abstract groups, I, « Ann.
of Math.», 1947, pag. 57.
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saria perche in un' estensione centrale ogni classe d'equivalenza
modulo F contiene almeno un elemento permuta bile con ogni elf-
mento di F, Dalla definizione stessa di g risulta allora che essa
prende i suoi valori in C.

Prese alcune precauzioni, si possxmo ora applicare aile esten-
sioni centrali i risultati noti sulle estensioni di un'gruppo abe-
liano: in particolare un risultato di EILENBERG-MAOLANE (2) che
nel nostro caso diyenta:

COROTJLARTO. - L'insieme délie estensioni centrait E(B, F) ha una
strnftura di grnppo abeliano isomorfo al secondo gruppo di coomo-
logia H-(B, C) relativo al modo triviale di operare di B su C.

Questo corollario compléta, ne! caso particolare O = cost., il
teorema 11.1 di (3).

Dire che l'insieme délie estensioni ha una struttura di gruppo
è dire che esiste una legge di composizione tra le estensioni : il
composto Ek(B, F)%E%(B, F) è un gruppo quoziente d'un sotto-
gruppo del prodotto El X Eiy descritto in un caso particolare da
A. SHAPIRO (4).

Tl teorema 1 mostra hioltre che ogni estensione centrale E{B^ F)
ha anche una struttura di sirnbolo E(B X F j C, C) e il corollario
ci dice che la corrispondenza tra E{B, F) e il sottogrüppo E'(B, C)
di E(BxFIC, C) è biunivoca.

TL

Se B e F sono gruppi topologici possiamo parlare del sotto-
gruppo K2(B, G) di H2{B> C), C essendo sempre il centro di F,
formato dalle classi di coomologia che contengono almeno un co-
ciclo continuo in un intorno dell'elemento neutro di B X B. Ri-
sulta allora da quanto précède e da (y) che l'insieme délie esten-
sioni fibrate centrali E(B, F) è un gruppo isomorfo a K\B, 0).

Ciö permette di formulare i due risultati seguenti:
TEOREMA 2. - Nei tre casi seguenti Vinsieme di tutte le estensioni

topologiche E(B, F) ha una struttura di gruppo isomorfo a Kl{B, C) :
a) B gruppo connesso, F gruppo di Lie compatto
b) B gruppo connesso, F grttppo di Lie semisemplice
c) B gruppo connesso e localmente semplicemente connesso (5)?

F gruppo discreto,

(3) EILENBERG MACLANE, Cohomology theory in abstract groups, I I ,
« Ann . of Math. », 1947, pag. 336.

(4) A. S H A P I R O j Group extensions o f compact Lie groups, « A n n . o f
Math. », 1949, pag . 581 e segg.

(5) Ciö vuol d i re ehe ogni elemento di B ammette u n sis tema fonda-
mentale di in torni connessi pe r arco e semplicemente connessi .
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Infatti ie estensioni topologiche in qiii-sti tre casi sono tutte cen-
trali poiche B è connesso e la componente connessa dell'elemento
neutro del gruppo degli automorfismi d\ F è formata solo da auto-
morfismi interiori. Di, più le estensieni topologiche sono tutte
fibrate come risulta da un teorema di GLEASON (6).

LEMMA. - Se B è connesso, ogni esteiisione topologica E(B, F)
localmente isomorf a al gruppo prodotto B x F è centrale e fibrata.

La dimostrazione è banale.
TEOREMA 3. - B e F siano d%te gruppi topologici, il primo dei

quali connesso; sia B un gruppo rivestimento connesso di B e sia -

il sottogruppo discreto di B tale che B/TC = B. Quando tutte Ie esten*

sioni topologiche E(B, F) sono trimali l msieme délie estensioni to*

pologiche B(B, F) ha una struttura di gruppo isomorfo a 3C-(B, C).

Kotiamo che non è necessario che B sia semplicemente con-
nesso e sia quindi il gruppo riyestimento unirersale.

La dimostrazione si basa sul fatto che ogni E(B, F) ammette
come gruppo rirestimento il gruppo prodotto B X F ed è quindi
localmente isomorf a al gruppo B X F. E d' uopo notare che in
molti casi dalle ipotesi del teorema 2 seguono quelle del teorema 3.

A. SHAPIRO (4) ha dimostrato che l'insieme delle estensioni to-
pologiche E(B, F) per B e F compatti, connessi, di LIE, ha una
struttura di gruppo, del quale egli ha dato un'interpretazione in
termini di omomorfismL

La nozione di estensione centrale ed il lemma précédente pei-
mettono di estendere questo risultato senza modificarne (anzi sem-
plificandone) la dimostrazione; esso si puö formulare:

TEOREMA 3'. - Nelle ipotesi del teorema 3 Vinsieme delle esten-
sioni topologiche E(B, F) ha una struttura di gruppo isomorfo al
gruppo quoziente

(u, C ) / H o m ( ê , G)\v.

Hom (ir, C) désigna il gruppo degli omomorfismi di « in C;

Hom (B, C) | ir il sottogruppo di quegli omomorfismi che sono pro-

lungabili a tutto B.

(6) Citato da J. SERRE. « Comptes Bendus Acad. Sciences », Paris, 230,
pag. 917, 1950.


