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Sui siste mi di equazioni liaeari del primo ordine
ai differenziali totali.

Nota di BRUNO FINI (a Bologna).

$unto. - Si esplicitano in termini finiii Ie soluzioni di un sistema compte-
tamente tntegrabile di equazioni Uneari del primo ordine ai differenziali
totali con coefftcienti costanti.

1. -Reeen tem ente sono stati studiati sistemi di equazioni lineari
ai differenziali totali del primo ordine a coefficient costanti, dal
punto di yista della determinazione effettiva, in termini finiti, delle
soluzioni. Limitatamente al caso di due sole variabili indipendenti
îl caso di più yariabili essendo del tutto sitnile) ̂ i consideri il si*
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stema
(t) dy = Aydu -+- Bydv

con A = || ahk || e B = || bhk || matrici quadi*ate d'ordine n, a termini co-
stanti, e y un vettore incognito ad n componenti, funzioni délie
variabili u e v, y ̂ (yl, y% ,..., t/n). Supposto (1) complet amen te
integrabile, cioè AB = BA, N. SALTYKOW (*) ha trovato che, se
gli autovalori délie matrici A e B (cioè le radici délie equazioni
det. (A — pE) — 0, det. (S — aE) — 0) sono tutti semplici, è possibile as-
sociare ad ogni autovalore, pt, di J. un autovalore, fftJ di B, in modo
che coincidano i corrispondenti autovettori normalizzati (cioè i vet-
tori unitari soluzioni dei sistemi {A — pt^)r = 0, (B — <J,E)S = 0).
Detto r, = (ru, r t l, ... , rni) taie autovettore, segue che l'intégrale
generale di (1) è

n
(2) y — ̂  c, e x p (ptw -1- <rtu) • »%,

i

dove le ct sono délie costanti arbitrarie.
I risultati di N. SALTYKOW sono stati précisât! da E. YESSIOT (%

nel casoj un po' più generale, che gli autovalori di una sola délie
matrici A e B siano tutti semplici. Successivamente H. CHARLES (8),
fondandosi sulla trasformazione di LAPLACE, ha trattato il caso di
un sistema del tipo (1) di due equazioni in due variabili ; ma i
risultati conseguiti non sono molto precisi perché non sono tenute
nel dovuto conto le conseguenze algebriche dell'ipotesi délia com-
pléta integrabilità del sistema.

Qui noi vogliamo stabilire la forma delP integrale generale di (1)
senza la restrizione che gli autovalori siano semplici; perö vo-
gliano dapprima riprendere il caso degli autovalori semplici perché
esso si puö trattare con mezzi elementarissinai. Cominciamo con
l'osservare che, relativamente a un sistema del tipo (1) ove le ma-
trici A e B, anzichè costanti, siano funzioni di u e v limitate sul-

1' intervallo I\ 1~ ~ M, nell'ipotesi che la A, per ogni valore

di w, sia assolutamente continua rispetto a v, che la i?, per ogni
valore di v, sia assolutamente continua rispetto ad u, che quasi-

(•) K". SALTYKOW, Intégration des équations aux différentielles totales
linéaires à coefficients constants, * C. E. Acad. Sci. Paris », 225 (1947),
520-521.

(*) E. VESSIOT, Sur V intégration des systèmes de Pfaff linéaires et homo-
gènes à ^efficients constants, « C. E. Acad. Sci. Paris », 226 (1948), 289-291 fc

(3) H. CHARLES, Sur les systèmes de Pfaff linéaires homogènes à coeffi-
cients constants, « Bull. Soc. Sci. Liège, 17 (1948), 66-69.
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dappertutto su I sia soddisfatta la condizione — H~ AB — — -+- BA,
1 1 dv du

e che Ie matr ic i —- e T- siano sommabili in 7, allora, noti »? in-

tegraü (4) par t icolar i / / , -^ ( # m V%x , - » 2/«»)> * = l s 2 , . * . , w, e poslo
W(t*, ^ ^ H Ï / M I I Ï sussiste la formolà

/" n «
det. W(w, t)) — det. W(w0, v0) • exp (y) i [S, au(w, v)du -+- S, ^„Ut, vjrfv],

J i i

analoga alla formola di JACOBT relativa al caso di un yistema nor-
male ordinario (5) (il differenziale che figura sotto il segno di in-
tegrale curvilineo riescc esatto come conseguenza délia compléta
integrabilità del sistema). Segue da ciö che, se gli yt sono tali che
det. W(u0* -y(l)=j=O, l'intégrale generale è

y — W{u, v)c,

con c A^ettore coûtante arbitrario.
CLÖ premesso, tornando al sistema (1), supponiamo che una <l«»lle

due matrici A e B, p. es. A, abbia autovalori tutti semplici ; allora,
in corrispondenza a ci a se un autovalore pn la matrice A ha un solo
autovettpre (a meiio di uu fattore costante) T% e gli autoveUori
r}, r2 , . , . , rn riescono, com' è noto, linearmente indipendenti. Ora,
da (A — pxE)rt=i0 si deduce (JB^. — ptB)rl^=0 e, per l' ipotesi che
sia AB ~ BA, (A— p,E)Brl = 0; ciö implica che anohe Bri sia un
autovettore di A corrispondente all'autovalore p15 oude, per quanto
è stato detto sopra, esisterà un numero o-,, tale che Bvt = alvl ; dunque
a ciascun autovalore, pM di A si puö associare un autovalore, <rtJ

di B) non necessariamente semplice. in modo tale che coincidano i
corrispoiidenii autovettovi; tenendo presente cho gli autovettori
sono linearmente indipendenti, resta provata la (2j, in base a (3).

2. Passiamo ora al caso generale che entrambe Ie matrici A e B
abbiano autovalori multipli.

Cominciamo col provare che:
Se pi e c7x sono due autovalori multipli d'ordine p, rispettiva-

(*) Per integrale s'intenderà un vettore y{u, v) assolutaraentc continuo
rispetto ad u e a v su I, ivi verificante quasi-dappertutto (1).

Cfr. B. PINT, Sui sistemi di infinité equazioni lineari del primo ordine
ai differemiali tot&li, « Gior. di Mat di Battaglini », 78 (1948-49), 151-167.

(5) Gr. SWsoNEj Equasioni differenziali nel campo reale, I (Bologna,
1948) 54-55.
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mente di A e di B, cui corrisponda un autovettore rx comune ad A
e a B, allora (1) ammette V integrale

Vk = e *p. (pi^ + *iv) • FÀU> v) fc = 1, 2, . . . , n,

dot?e i Pk(u, v) sono polinomi in u e v, di grado al piü p — 1, c&-
pendenti linearmente da p costanti arbitrarie, comHnazione lineare
di p integrali linearmente indipendenti.

La dimostrazione si puö f are per induzione imitando l'analoga
relativa al caso di un sistema ordinario (6). Si puö supporre che sia
pl = <r1z=O; in caso contrario basterebbe effettuare la sostituzione
y =: exp. (pxu -H <TjV) • z, con che il sistema (1) direrrebbe

anch? esso completamente integrabile, con le matrici A — p ^ , B — axE
aventi lo zero corne autovalore multiplo d'ordine p, e quindi po-
tremmo ragionare sul sistema (1') anziehè su (1). Sia dun que pï^=<sl=^Q
e supponiamo che sia rur{=0, anzi, com'è possibile> eguale a 1;
poniamo

1 0 . . . 0
r,, 1 . . . 0

y =

0

* = Tz,

con che il sistema (1) diventa

(4) dz=T-]A Tzdu -+- T -25 Tzdv,

anch'esso completamente integrabile (T-lAT*T-lBT= T~lABT=
= T-*BAT= T~lBT* T~lAT). Questo si spezza nella prima equa-
zione

(5) d&x = S t axxzxdu -+- S t 6 l ts t
2 2

e nel sistema

(6) dzk — St (ait — rkla1%)ztdu -+- S t (6 !̂ — ̂ î&i^df» & = 2, 3, »., M-
2 2

che è dello stesso tipo di (1), anch?esso completamente intégra-

(6) Cfr. 1. c. in (5) 66-72. Yoglxamo qui osservare che la stessa dimo-
strazione prova che la conoscenza di un integrale particolare di (1) per-
mette di ricondurre la risoluzione di questo sistem â a queUa di un sistem#
deîlo stesso tipo, ma in n •— 1 equazioni, e a délie quadrature ; çfr* II. f̂c
ÔERMAY, Extension d'un théorème de Lagrange aux systèmes complèUtneril
intégrables d'équations aux différentielles totales de forme linéaire et
homogène, « Bull. Soc. Sci. Liège », 16 (1947), 17-23.
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bile corne subito si ricoriosce in conseguenza délie Ar1 — Bvx --=*- 0,
AB = BA. Le due matrici \\aki — rkxaH\\^ \\bhi — ̂ A1&1£|j haimo lo zero
conie autovalore multiplo di ordine p — 1, cui corrisponde un co-
mune autovettore. Allora. poichè V asserto è vero per p = 1, am-
messolo per il sistema (6), cioè supposto che taie sistema abbia
1' integrale

H = Qk(u> v) & ̂  2,..., n

coi Qk{u, v) polinomi d' ordine al più p — 2, dipendenti linearmente
da p — 1 costanti arbitrarie, poichè il secondo inembro délia (5)
riesce un differenziale esatto (in conseguenza délie Arx = Brx = 0,
AB = BA) si ha

(M, V)

(y) f [^llQl(u, v)du H- ̂  b^Q^u, v)dv] -v- cost., zk~ Qk{u$ v), k — 2, ...

il che prova l'asserto, essendo linearmente indipendenti, corne su-
bito si verifica, i p integrali cosï ottenuti.

3. Yolendo precisare, conyiene riferirci aile matrici normaliz-
zate. Allo scopo ricordiamo che se pM Pï,-.., pjj. sono gli autovalori
distinti délia matrice A. degli ordini rispettivi di moïteplicità

h™, lo(°» - . h*** (£ïo<° = »).-indioato, per ogni i (i = 1, 2, ..., n\

con Zfc
(O T|esponente massimo con cui il fattore p - p{ è coi^tenuto

nel m. c. d. dei minori di ordine n — k di det. (A — oJE), si ha,
com'è noto (7), l0

(i} > l^ > ... > Zw
(t), se JVi

(t} è 1'ultimo espouente
non nullo. Posto= ïo<«> - «,«> = e0

(lï,..., ^ - i — ïv,(i) = eJJLi, h .(i) = etf .
(o

K"} ^ e^0 > ... > e^% si ha

det. (JL - ?E) = ( - i)" II, H, (p — p,W« S, S, e/° = n.
1 0 ' 1 0

Orbene, facendo uso dei divisori elementari di WEIERSTRASS

(p — Pi)6j(l)» ^a matrice ^ si puö ricondurre alla forma canonica clas-
sica €L per mezzo di una sostituzione lineare H (H~1AH = &L) (8).
Per comoditk di notazione, indicata con Em la matrice unità di

(7) Cfr. p. es. M. BÔCHER, Introduction to higher algebra. (jNew-York,
1907), 262-278.

(8) Cfr. p. es. H. W. TURNBULL, An Introduction to ïhe Theory of Ca-
nonial Matrices^ (London, 1932), cap. VI, in particolare pp. 66 e seg. ;
J. H. M. WEBDERBURN, Lectures on Matrices, « Am. Math. Soc. Colloquium
publications », vol. XVII, 1934, cap. III, pp. 38 e segg.
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ordine m e con ü ,„^[

-cui è tthk = j ~ per h Ijl ft

|| la matrice quadrata d'ordine m per

1, riesce

ove le sottomatrici diagonali <£lt4 i = 1, 2,..., a, sono definite corne
segue:

Ora B è permutabile con A e quindi è del tipo Hc&H"1 (9) dove
una matrice del tipo

•dove le sottomatrici diagonali £Bt sono definite corne segue

dove IB̂ Jt è ^ n a matrice con e^(t) righe ed e(
k
i} colonne nella quale :

«e h <ç k sono tutti eguali tra loro i termini per cui la differenza
tra il secondo' e il primo indice è una cos tante, rispettivamente
<eguale a 0, 1,..., éA

(t) — 1, e nulli tutti i restanti; se h > k sono
tutti eguali tra loro i termini per cui la differenza tra il secondo e
il primo indice è una costante, rispettivamente eguale ad ek

ix) — eh
M,

V l> — eA<*> + 1 ek
{t} — 1, e nulli tutti i restante

Orbene, se poniamo y = Hz, il sisteina (1) diventa, moltiplicaio
«» sinistra per 2T~S

dz = azdu -t- H~lBHzdv

ovvero, poichè B=sH&K~l,

(7) dz^=r azdu -

Cfr. p. es. H. W. TuRNBütt, 1. o. in (8), pp« 146-147.
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U* (HjüMzio îi dut. (d — p/v) = 0. dot. (é)5 — rr/i7 > — 0 hanuo !o st«»ssi*

radiri o uli ht^ssi divisori elomentari dolle «lot. (,1 — p#) — 0, d<»t.

I ƒ>'— T/t | =-0. Uome primo vantaggio delToperata soblituziono si

ha < li.' îî sistoiua (7) si spezza in ;/ bistouri, di oui r?'-mo nol \ oUorc

/u
 u) =-r 0. e, noto un integrale di uno di questi nistetni, fei avrà coi*.

rispoiidi»iifomente u n integrale di (7) ponondo c^uali a zero tutt«*

le rostuiiti iiu'ojçnite. Possiamo quindi liinit;ir<û a a'u^ionare su uno

etï tali ^istomi, p. es. sul primo

lia matrice £tj lia il solo autovaloro px multiplo d'ordine /()
(1; o

L v, -k 1 autovettori Î',(1), Î = 0. 1,.. . , vn tali che

' ï ' . = ! o i»ër fc ' e "' + e»'l) + - + e i - i + 1 <e-. = U l

e M puo intanto oüservare rhe :
GondizioHc vtecessarîa c atiflirtenh- perche tutte le sohtzioni di (\)

simt o di tipo esponenziale pitto \< mi* del tipo (2|) k che tutti i dtvi-

sori elemcttiari di entrambe h' tmtfna A c 13 nuiuu Itneari ( i 0) : w

ogni caso si perderanno tavti wh-ijtttU del h po unzidettc ultttcuo
1 ' p.

qualité sono le unifà delV intero 1 , ?.Jt ( e / z ; — 1 >r= #/ — u. — ^ t v r- u!
\ o t

^?« n — fA.
La condition e è, nece^saria percho so unn JHl*1 aiatrit i -1 *• />'

avesse un divisore elementare con espouonte niTtutçioro di un»,

altora taie matrice avrebbe un numero di autovetiori luit-ai tih>nlt>

Lndipendenti inferinre ad n\ ]JM condizione o tuiulie sulf

fatti, supposta verifirata. si lia, poi- ? = 1, k2,..., a, £ll __

mentro ^ puö essere portato a forma diagonal o (cou una

zione lineare) e quindi ba il mmioro m;i^inio. /f}
(", di uiitovottori

Jinearmente indipendenti i (juali noocssariann'iiio saranno couibi-

nazioni lineari degli l0
M au(ov(>ttoi-i di i l ( , ^ (ftiindi autos otiori

di £tt stesso. Poichè ciô o vero por ogni vaioio di /, si votio CIM ci

e cB hanno in comuue esattaineiite n autovettori Jinoarmonlc m

dipeudenti.

L' afferinazione finale è poi immediata se si tiono prosoiiti* eho

(9Ll (i ==. 1, 2 , . . . , ĴL) ha, in coniune con c6T, almeno un auto\ottoj*o o

al più v, ~h 1 autovettori line armen te indipendenti.

(l()) ]NTon è quindi necessario, per avere intograli tutti di tipo esponeii-
siale puro, supporre gli autovalori tutti semplici, corne fanno gli A A. ci-
tati airinizio; esempio notevole si ha nel caso délie matrici sinmietrichp;
cfr. a questo proposito anche il lavoro citato in (4).
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Tornando al sistema (8), se si tiene presente la struttura délia
matrice cBM si riconosce che la ^>x ha^l-\-l autovalori, <r0, <Tj,..., <yVl,
multipli Hspettivamente degli ordini e0

(1), e/1*,..., ev,
U) (beninteso che

se uno di qaesti autovalori coïncide con uno o più dei rimanenti,
il che non è da escludere, esso avrà molteplicità eguale alla somma
délie molteplicità che spetterebbero ad essi singolarmente qnalora
fossero dietinti). Tnfatti vi è un unico déterminante non nullo
nella matrice costituita dalle righe di c8, — °"^o

fl> degli ordini
eo°\ e0

(1) + e/",.» j e0
(1)-h-e,(1)-+-...-*-eV|

O), e precisamente quello i
cui termini appartengono alle colonne degli stessi ordini ; il déter-
minante complementare è simile al det. (cBj — <fEi0

(1)) e di ordine
hn) ~~ (vi + 1); s u di questo si pnö ragionare allo stesso modo, ecc.;
in definitiva si ha lo sviluppo di det. (SBl — ̂ 0

( 1 ) ) corne prodotto di
certe potenze, da cui si puö dedurre 1' asserto.

Supponiamo, dapprima che siano tutti distinti gli autovalori
<r0, o^,..., ffv,î allora, com'è noto (n), a ciascun autovalore ci, restano
associati certi autorettori di ÛBU siano *,(lï,... s^t, ^=0,.... vn l<fet<et

(1)^
complessivamente linearmente jndipendenti. Orbene, riferendoci per
es. a <70, poichè da (cBL — ff0E)s = 0 segue (€il^ï — afö^s — O, cioè
(âBx — cT0E)<2t1s = 0̂  si vede che se s è un autovettore di cBn lo
stesso si puö dire di (SLjS, il quale sarà perciö una combinazione
lineare di s/0), ..., s^ ; perciö

K
a a (0) V r « (0> « •( O If,

i

dove le c,$ sono certe costanti; si puö ora determinare un numero x
e k0 numeri c^,. . . , cjt0*, non tutti nulli, per cui sia

S5 c*cs, — xct* r = 1, 2 , . . . , fc0.

onde sarà

a ^ S * / ° > ) ( S * ( 0 > )
l 1

ne segue che x è autovalöre délia matrice &J, cioè x = pj, e

S, cr*s,(0) (non nullo perché gli s sono vettori linermente indipen-
1

denti e Ie c* non sono tutte nulle) sarà quindi un autovettore della
matrice €llt Dunque Ie matrici €L1 e SB1 hanno esattamente v, -f-1
autovettori oomuni. Pertanto se si tiene presente quanto è stato
provato in 2. si vede che, corrispondentemente, (8) ha lQ

{1) integrali

| i l) Quanto è afferraato si puö, p. es. dedurre dalla forma canonica della
xaatrice A\ cfr. (8).
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indipendenti che si possono suddividere in vx -t- 1 gruppi (12) di oui
l'h-mo (ft = 0, 1,..., v^'compendiato nell'integrale

dove le pih)(ti^ v) stanno ad indicare certi polinomi di grado al più
e,,(1) — 1 dipendenti linearmeute da eh

{1) costanti arbitraire.
Supponiamo ora che le cr non siano tutte distinte; per esempio,

?0 — 7j = ... = ch e distinte le restauti G.
Allora, eorrispoiidentemente, le matrici fll, e ^ , avranno in co-

mune alttieno uno e al più h -+-1 autovettori linearmente indipen-
denti (p. es. se £1, ha tutti i divisori elementari lineari, allora oBl

puö essere del tutto generale onde se essa è del tipo <>>
1Sio

Ci}
J o a

questa riducibile, allora €l1 e cBi avanno in comune esattamente il
numero massimo possibile, Z0

(iï, di autovettori linearmente indi-
pendenti; se essa è del tipo ff^//1' -+- Uio

n)> o a questa riducibile,
le stease matrici avranno in comune un solo autovettore, e tra 1' uno
e Taltro caso possono effettivamente presentarsi tutti i casi pos-
sibili). In ogni modo, per 2,, potremo ancora affermare Tesistenza
dei sistemi integrali (9) di (8) salvo che i primi h +- 1 gruppi do-
vranno essere sostituiti da

zk =pk{u3 v) • e x p . (pyU H - <sov) k — 1. 2 , . . . y hU)

coi pk(u, v) polinomi, di grado al più e0
(1) -4- ex

{{) -t- ... H- ek
a) — l, di-

pendenti linearmente da e0
(l) -+- ... -+- eA

(1) costanti arbitrarie. Ecc.
Si puö pertanto concludere dicendo che :

Se il sistema (1) è completamente integrabile, se p è un atito-
valore di A, multiplet d'ordine v e se e0, e1? . . . , eny sono gli esponenti
(ordinati) dei divisori elementari (o — p)e, la matrice B ha corrispon-
dente nv + l autovalori (non necessariamente distinti) <r0, c-,, .... crny
multipli almeno degli ordini e0, e,,.... envJ rispettivamente, ed esi~
stono per (1) nv -+-1 gruppi di integrali indipendenti di cui Vi-mo
compendiato nell'integrale

p«*-*- ff.v) fc = l 5 2 , . . . . n ; i = 0, 1 , . . . , « v

(l-) Che si determineranno applicando ripetutamente il procedimento in-
dicato in 2. Osserviamo esplicitamente che se le matrici Çii e eBi hanno un
solo autovettore comune ?*t-, corrispondente agli autovalori pt e ot- (* = 0.
1,..., v(), supposto, corne in 2., che sia p1 = ot- = 0, operata la sostituziono
Zt — TjiVi, il sistema trast'ormato d«>t- = Tf~iGLlTiw,du-h Tf-'eBiï1—^.du
avrà le due matrici cul solo autovettore T,-—l rt- in comune; infatti se queste
avessero un altro autovettore in comune, sia T%—l$ti riuscirebbe fît4st- =
~ fl&tSj = 0, contro IMpotesi.
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(la tv* Je <1(IHU? v) .so^o polinomi di grado al pik e} — I e dipendenti
linearnimte da OL costanti arhitrarie; se poi due o pik délie n coin-

i vorrispoHdenti {p'ttpjri di intégrait si fondono in un unico
x) o/v / fattori })olinomiali son o di grado al pik egtiale alla

, dimitnüta di una unità, délie v corrispondenti alle G che
cohicidovo, e itipviulovo linearmente da tante costanti arhitrarie
quante xtmw le 1 tuit à di taie somma.


