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Suila risoluzione, in serie semplice, della lastra rettangolare
appoggiata, sottoposta a un carico o a una coppia concentrati
in un punto gualunque.

Nota di Piero Pozzari (a Bologna).

Sunto. - Veene dedotia, in modo semplice, la soluzione della lastra rettan-
golare appoggiata, soggetta a un carico concentrato. Il modo dv prose-
dere si presta allo studio rapido di alire condigioni dv vincolo e di
carico.

1. La risoluzione della lastra rettangolare appoggiata lungo
tutto il contorno, sottoposta all’azione di un carico concentrato
comunque disposto, & importante perché pud essere esaminata ogni
altra condizione di vincolo della lastra (sommando ad essa una se-
conda deformata per effetto di una opportuna distribuzione di forze
o di coppie lungo il contorno) e perché, mediante integrazione,
possono essere studiate condizioni di carico qualgiansi.

In generale la soluzione in serie semplice & ricavata partendo
dall’ esame provvisorio della lastra composta di tre strisce: le
laterali scariche e la centrale gravata da una forza distribuita
secondo una retta trasversale. Facendo poi tendere a zero la lar-
ghezza della striscia centrale, si ha la possibilitad di passare/ dalla
condizione di carico distribuito lungo un tratto rettilineo alla con-
dizione di carico concentrato (%).

Naturalmente nella prima situazione fittizia di tre strisce deb-
bono essere determinate le espressioni delle dodici costanti (quattro
per ogni .riscia) relative alle espressioni delle tre superficie ela-

(1) Vari Autori si sono occupati della soluzione della lastra rettangolare
soggetta a un carico concentrato. Si veda ad esempio S. TIMOSHENEO, Theory
of plates and shells, par. 33 con la relativa bibliografia (tale Autore parte
dalla soluzione, data da B.G-. GALERKIN, della lastra divisa in tre strisce delle
quali la centrale caricata con legge qualsiasi, e passa successivamente al li-
mite: viene perd esaminato solamente il caso del carico applicato lungo le
mediane); la soluzione in serie semplice generale, perd un poco complessa
nella forma, & riportata senza dimostrazione da M. BERGSTRASSER, For-
schungsarbesten, H. 302, par. 5, Berlin, 1928; una dimostrazione & stata data
da O. ZANABONI, « Annali di Mat. pura e appl. », serie IV, t. XIX, 1940
(la soluzione generald & ottennta partendo ancora dallo studio della lastra
dw:sa in tre strisces n,él}a//Mefmona & svolta anche la discussione sulla con-
ve/rgenza delle varie gorip esprimenti lo caratteristiche geometriche e sta-
tiche della superfi¢i¢ aeformatal.
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stiche. Determinate queste, si ha poi la possibilita del ‘passaggio
al limite, come & stato detto.

La presente nota ha lo scopo modesto di dimostrare che la stessa
soluzione pud essere ottenuta procedendo in modo molto pih sem-
plice e del tutto analogo al metodo che si impiega per ricavare
I’ espressione della linea elastica della frave appoggiata alle estre-
mit® e soggetta a un carico coneentrato.

Le costanti di integrazione sono soltanto gquatiro e la determi-
nazione dell’espressione della superficie elastica & diretta; il modo
di procedere & inoltre utile perch® pud essere impiegato nell’ esame
di vari altri casi di carico e di vincolo e perch® fa rientrare anche
tali studi particolari nei metodi classici della Scienza delle costru-
zioni, pit familiari e semplici.

2. Vengono premesse alcune osservazioni che permettono di
procedere pui con maggiore semplicita.

La lastra della figura 1a) avente tre lati appoggiati e sottoposta
a forze e coppie comunque distribuite lungo il quarto lato libero,

Fig. 1d).

8, per ragioni di antisimmetria, nella stessa situazione della lastra
della figura 1b) di uguale larghezza a e di lunghezza doppia, con
due lati opposti appoggiati e gli altri due liberi e soggetti alla distri-
buzione, antisimmetrica rispetto all’asse x, delle stesse coppie e forze.

Questa osservazione permette di concludere che conviene tra-
sferire lo studio del caso della figura 1a) a quello della figura 1b),
perché per questo 1’integrale generale dell’ equazione omogenea
della superficie elastica ha solo i termini antisimmetrici (che cio®
cambiano di segno quando cambia il segno della variabile); ossia
I’ espressione della superficie elastica, essendo nullo 1’integrale
particolare per la presenza di sole forze al contorno, contiene so-
lamente due costanti invece di quattro, ed #-del tipo

a) w= X (C, senh a,y + D,a,y cosh a,y) sen a,x,
»n
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con a,=mnn/a; le costanti C,, e D, sono determinate dalle condi-
zioni ai limiti.

Le distribuzioni di forze e di coppie, se si annullano agli estremi,
possono essere sempre rappresentate da serie di seni; in partico-
lare, un carico concentrato alla distanza ¢ dall’origine. essendo « la
lunghezza dell’ intervallo, pud essere dato dalla serie

2P
b) 2 5 5en Y. sen a2, con Yo =n7rC/ Q.
n

3. Sia data la lastra della figura 2) di lati @ e b, soggetta nel
punto A al carico P. g

Tagliamo la lastra lungo la retta r parallela all’asse x, passante
per A: si ottengono cosl due lastre che distinguiamo con gli indici
l1e?2,1al di lati @, e, 1a 2 di lati a, d. Per
entrambe la superficie elastica ha la forma
data dalla relazione a) per quanto & stato
detto nel paragrafo precedente, e per cia-
scuna si ha un’origine di assi cartesiani
distinta, posta sul lato opposto al lato 7.
Si ha cosl per le due parti

w,=2%(C,'senha,y+D, a,y cosh a,y)sena,x,

|
|
I
1 n
[ a ! wy,=23(C, 'senha,y+D,"a,ycosha,y)sena,x,
{ n
y(F x
| S I, Y con n intero, variabile da 1 a oo.
x Indichiamo ora le quattro condizioni
Fig. 2. che determinano le quattro costanti C,/,

D), C.), D,”.

Si deve fare in modo ora di saldare le due parti ottenute con
la sezione lungo 7, ossia, per y — e per la parte 1 e per y =d per
la parte 2, deve aversi (3):

a) uguaglianza di_abbassamenti, cioe

Wy = W,

(}) Per determinare lalinea elastica di una trave appoggiata alle estre-
mitd, soggetta a un carico concentrato P, si opera una sezione in corri
spondenza del carico e si introducono poi le due condizioni limiti che de-
terminano le due costanti d’integrazione. Queste sono soltanto due perché
non sono ' richieste le condizioni di somma dei momenti uguale a zero e
somma dei tagli uguale a P, le quali sono gia riposte nelleespressioni cor-
renti del momento e del taglio.
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b) uguaglianza di rotazioni, ossia

(-
/e

aw\
ey ).
¢) uguaglianza di momenti

*w ) *w *w
— (G )= Bl ),

d) infine, la somma.delle reazioni uguali al carico sviluppato
in serie di seni, quindi

3w o*w
—B [53/_“ A e v)@w'ayL [bu“ +@= aw’ay}
2P

= ¥ — sen y,, sen a,x.
n a

Sviluppando le semplici operazioni di derivazione indicate, posto

nre nrd nre nrb
T—'——'Vlvn 7=°¢1: —‘T=Yfg’ a —2"?-:’

*le quattro condizioni sono:
C,’ senh v, + D,'n, cosh v, = C,” senh 3, -+ D,”’d, cosh 3,},

C,’ cosh %, + D, cosh 1, + D,/n, senh »,, == — C,’ cosh 3, —
— D,” cosh 3, — D,”’8,, senh 3, ,

(1 —v)C.' senh n, + 2D, senh »,, + (1 — v)D,'n, cosh 0, =
= (1 —v)C,” senh 3, + 2D,” senh 3, + (1 —v)D,” 3, cosh3,,
nind
— B a5 {—— (1 —v)C,’ cosh 0, + (1 + v)D,,’ cosh »,, —
—(1—v)D,'n,senhn, —(1 —v)C,” coshd, + (1+v)D, coshs,, —
— (1 -—v)D,"3, senh 8,,] = 275—) sen iy, .
Sottraendo la prima moléiplicata per (1 —v) dalla terza e som-

mando la quarta con la seconda moltiplicata per (1 — v), si oftiene
-piifssemplicemente

D,’senh 4, — D, senh 8, = 0
D, coshn, + D, cosh'3, = — L% sen
n' coshn, + D,” cosh 3, = — p_3-5seny,
C,’ senh n, — C,” senh 3, = — D, cosh n, + D,"3, cosh 3,
{C,’+ D,")coshn,+ D, n,senhn, = —(C,"+D,"}coshd, + D, '8,senhs,.

11 sistema & stato cosi diviso in due sistemi dei quali il primo
nelle due sole incognite D, e D,” . Ricaviamo o poi sostituiamo
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queste nel secondo sistema, il quale si riduce cesi nelle due sole
incognite C,” e C,”.

In definitiva, le espressioni delle superficie elastiche delle due
parti sono quindi, come & stato detto,

w, = 2 (C,’ senh a,y + D,’a,y cosh a,y) sen a,x,

1)
w, = X (D,,” senh @,y + D,"a,y cosh a,y) sen a,x,
n
A . nnd nre nwb
e le espressioni delle costanti sono {3, = o T =g
. mme nr
Tn =— 7’ Ay =~
Pa*sen vy,
C/= 5 3" [(2g. coth 2p,+ 1) senh 8, — 5, cosh 3,] : senh 2,
Pa?
D,/ =— 5 s:?nz” senh 3, : senh 29,
@) Pa’sen
C,'=— B m Z" [(29, coth 29,, + 1) senh 9, — 7, cosh »,]: senh 2o,
2
D,)'—— P_g_ 2o Y" senh 9, : senh 20, .

Nel caso di distribuzione generica di forze = F, sen a,x lungo
»
la retta », le relazioni 1 e 2 sono ancora valide, purché nelle
L 2P
espressionj delle costanti si sostituisca -5 56l Y, con F,.

La validith esula quindi dall’esame del caso particolare del ca-
rico concentrato.

Le ampiezze F, sono poi determinate facilmente dalla teoria
delle serie di FOURIER.

4. Come & stato detto, si risolvono con semplicita vari altri casi,
procedendo in modo analogo.

Come primo esempio consideriamo la lastra nella fig. 2 sotto-
posta, lungo la retta r, a una qualsiasi distribuzione di coppie my
(quindi anche a una coppia concentrata), rappresenta con la serie
X M, sen a,x. .

Tagliata al solito la lastra lungo -la retta », le condizioni che
determinano le quattro costanti sono che, lungo r, si abbia per le
due parti L e 2 uguaglianza di abbassamenti, uguaglianza di rota-
zioni, uguaglianza di reazioni, e che, infine, la somma dei momenti
sia uguale ai momenti delle coppie applicate.
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Procedendo come nel caso gia visto, si ricavano le espressioni
delle quattro costanti

1
C, = MB“ 553 (20, coth 2¢, cosh 8, — 3, senh 3,) : senh 2o,
1
D, =— 1‘[1’%“ ot cosh 3, : senh 2¢,
) M,a* 1
C,'"— % St (20, coth 2¢, cosh 4, — n, senh 1,) ; senh 2o,
M,a* 1
D”;I: — Ba é;r-z—,n/g COSh Ny o senh 2({),, .

Naturalmente per le due parti separate dalla retta » le espres-
sioni delle superficie elastiche sono ancora

@ w, = X (C,’ senh a,y + D, 'a,y cosh a,y)sen a,x
n

w, = X (C,” senh a,y + D,"a,y cosh a,y) sen a,x.
n

Si wverifica immediatamente che le espressioni (3) delle costanti si
ottengono dalle relazioni (2) mediante derivazione (3).

I1 valore di M, varia col variare del tipo di distribuzione. Ad
esempio, per distribuzione uniforme m, di coppie o per una coppia
concentrata M

4 2M
an—%, M, = —seny,.
nr a

5. Quando la retta r coincide con uno dei lati, ossia i momenti
sono distribuiti lungo uno dei due lati esterni ad esempio quello
della parte 2 parallelo all’asse x, si ha, essendo in tale caso va-
lida solo la superficie elastica w, ed essendo 3, =0 perche & d=0(*),

az
Py E prep—— % (2¢,, coth 2¢,, senh a,y — @,y cosh a,y) sen a,x.

w=mw, =

(®) Questa proprietd & di dimostrazione molto semplice pensando la
coppia 1 come il risultato di due carichi uguali verticali, di senso opposto,
con braccio Ay piccolissimo, d’intensitd 1/A%.Se f(7) & 1’ espressione di una
delle due costanti presenti nella soluzione data, relativa a un carico con-
centrato P=1, per effetto della coppia, cio® delle due forze vicinissime d’in-
tensita 1/Av, I’ espressione della stessa costante diventa 1/An[f(n + An)— f(n)],
quindi, passando al limite, f’(y). Tale risultato si trova in: A. NAipar,
Elastische Platten, cap. II, par. 40, Berlin, Springer, 1925.

() Per lo studio di lasﬁrg con Tdﬂﬁ‘adiacenti incastrati & piu utile.
anche se meno convergente, la corrispofidénte soluzione in serie doppia,
che si oftiene ancora facilmente dalla shluzione in serie doppia della lastra
sottoposta ad un carice concentrato.

Per distribuzione arbitraria di coppie My, sen ﬁ:—m lungo il lato y =0
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6. Com¢ secondo esempio/viene risolta la lastra della fig. 3, che
permette @mncora di trovare semplicemente e per via diversa la so-
luzione relativa alla lastra a\ppoggiata, soggetta a un carico con-
centrato P; il caso che verrd esami-
nato sard inoltre di utile im'piego
nello studio dei solai’a fungo, rela-
tivi a ‘edifici che presentino una
fronte estesa (°).

Al solito, si seziona la lastra lungo
la retta r. Le due parti ottenute sono
in tale caso simmetriche (quindi le
costanti di integrazione sono soltanto
due invece di quattro come nei casi
p——— ( ——>~ procedenti), inoltre il campo com-
preso fra carico e carico si trova

t nella stessa situazione statica dei
Fig. 3. campi adiacenti.
Pertanto 1’equazione della super-
ficie elastica relativa ad esso contiene i soli termini simmetrici,
ossia &

}

——— e e, e T e T T

.

it
=~

X
A r

e
—r—y

.
D —

{6) w=2(4, cosha,y-+ Ba,ysenha,y)sena,x (r=1, 2, 3..).
n .

Le due condizioni che determinano le due costanti 4, e B,
1
sono che lungo 7, ciod per y = b/2, si abbia rotazione a_'rv nulla e

reazione uguale a metd carico sviluppato in serie di seni. Si ot-
tiene cosi (y, :n_;:s’ @, :Z;i, %:q%lg’ c &, al solito, la distanza
del carico dal lato x==0)

) A,——B,l+g.cothg), B,=— L% 80T

~ 2B wirPsenh o,

(Porigine & in-un angolo della lastra), la soluzione &

2 nM, mnx nny
o 2 m__ -_—
" usbef, w (M2 n? sen—gsen g
o

Si ha il vantaggio, rispetto dlla corrispondente soluzione in serie sem-
plice, che la rotazione ¢, lungo i due lati paralleli del’asse y & ancora
rappresentata da una serie di seni.

Nota tale soluzione, per studiare ad esempio un solaio a fungo ca.
ricato uniformente, di lunghezza infinita nella direzione y, sostenuto da
una serie di pilastri, appoggiato lungo i due lati paralleli all’asse y, basta
uguagliare ' abbassamento provocato dal carico p (che & lo stesso che si
ha per una trave di luce a) all’innalzamento in A4 provocato dalla rea-
zione incognita P di ognuno dei pilastri. Determinato P si sovrappongono
Ppoi gli effetti.
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Sostituendo, si ha infine (%)

2
Pa sen vy,

(@) w= 2Br? ,, nisenh ¢,

[(1 +o, coth ¢,) cosh a,y — a,y senh a,y] sen a,zx.

Come & stato detto, tale soluzione permette di ritrovare la so-
luzione (1) per via del tutto
! diversa (7).
| Se & data (v. fig. 4a) una
S —- -
|
¢~ +P

«»

E s EE S
(]
SN

b
.

lastra di lunghezza infinita,
soggetta ai carichi + P di-
stanti fra loro 2b, con Pori-
gine degli assi posta a di-
stanza e da P stesso (e non
a distanza b, cio@ a metda
della distanza fra carico e
e carico), la soluzione & an-
cora la (7) con d + y al posto
di y(d=b—¢) e 20, al posto
di ¢,,: infatii basta ricordare
che, per la parte 1 della la-
stra, la nuova origine ha su-
bito rispetto alla precedente
la traslazione positiva d.
Poi, se pensiamo di avere
la stessa lastra sottoposta ai
carichi — P, sempre distan-
ziati di 2b, e con 1 origine
- distante d dall’ origine so-
i lita, come & indicato nella
: '+P fig. 4b, la soluzione & an-
cora la (7), cambiata di se-
Fig. ia Fig. 4b gno, con d — y al posto di y
e 29, al posto ¢,.

Le due situazioni sovrapposte realizzano evidentemente la situa-
zione della lastra appoggiata sottoposta a un carico P distante d ed e
dai lati: infatti, per ragioni di antisimmetria, lungo le rette s e ¢
gli abbassamenti e i momenti sono nulli.

F——_——-—.
|

|
I
{
|
t4—-— -
!
I
|
!
|

m?—&‘
l
~

[
I
1l

S i

g}-—r@—*—d

L?/W%.
|?13

|
|
-
2ﬁﬁ<—a—J
:
:

Va)

o

[
™

T
]
4o

-— -

|
[}
[ P
i
|
|
i
!

(®) Pud interessare il confronto dell’abbassamento sotto il carico nel
caso in esame (con b==a) e nel caso della lastra di lunghezza ancora in-
finita, soggetta perd a un solo carico P (v.ad es.: S. TIMOSHENEO, op. cit.,
par. 34). Nel primo caso & f = 0,02320 Pa?/B, nel secondo f=0,01693 Pa?/B,
con la ditferenza del 37/, circa.

(") B il cosi detto metodo delle immagim introdetto dal Napar. Si veda
A. Napar1, « Z. angew. Math. Mech. », 1922, vol. 2, pag. 1. E niportato da
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Si ha pertanto
Pa?* sen Y
2B~ n® senh 29,

(1 + 294 coth 2¢,) cosh an(d + y) — an(d + y) senh a,,,(d +yf—

®) w=

~— [(1 + 29, coth 2¢,) cosh an(d — y) — an(d — y) senh ax(d — y)] |

Si pud verificare molto semplicemente che, sviluppando le re-
lazioni di addizione degli argomenti, la soluzione (8) coincide con
la prima delle (1); in modo analogo si ottiene la seconda.



