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Una catena di criteri di convergenza
per serie e integrali a termini positivi.

Nota di CArLO BONFERRONI (a Firenze) (*).

Sunto. - Partendo da un qualsiasi criterio derivato dalla condiziome di
KuUMMER, st costruisce una catena di infiniti criteri, ciascuno pivn effi-
cace del precedente. In particolare, al criterio del rapporto segue quello
di RAABE, poi un criterio simile a quello di DE MORGAN, poi infiniti
altri. La trattazione é adattata agli integrali, costruendo analoghe ca-
tene di criteri di convergenza-divergenza. Sono fatlte applicazioni ad
alcune serie ed alcuni integrali.

1. B utile disporre di criteri di convergenza (o divergenza) di-
sposti in ordine crescente di efficacia, intendendo che il criterio B
& piu efficace di 4 se conduce a decisione ogniqualvolta decida
anche A4, ma non viceversa. Si evitano, in tal modo, inutili tenta-
tivi, derivanti dal passare da un criterio ad altro di eguale, o mi-

(*) Comunicazione tenuta al IIT Congresso del’U. M. I. (Pisa, set-
tembre 1948).
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nore, efficacia. Si pud costruire una successione, o catena, di infi-
niti criteri, ciascuno piu efficace del precedente, sviluppando op-
portunamente la condizione generale di convergenza-divergenza
di KuMMER per le serie, e stabilendo una condizione analoga per
gli integrali.

2. Serie. Detto k, il moltiplicatore di KuMMER (k, > 0), lo si ap-
plichi alla serie Xa, (con a, > 0): si otterrd 1'indice di KUMMER

. k.o, — kK, 1Oy _ - Ak,a,) _ O
(1) Un,l - a’n+1 _ Ot - kn(cn - 1) - Akn I:Gn - a’l+l} .

Da Uy,1=¢ segue la convergenza; e da Uy,1<<0 segue la di-
vergenza, quando diverga = 1/k,.

L’ indice, invece, non decide se cambia continuamente di segno
o se & positivo, ma tende a zero al crescere di =.

Per migliorare 1’indice, sostituiamo k,p, a k,:1 indice diverra

ﬁ=pn Un,l - kn+1Apn

e sara piu efficace di Upy,1 se da Uzr,1 = ¢ segue T> gg, € da Uyn,1<<0
segue U <0, ma non viceversa. Lo scopo si raggiunge mantenendo
limitato k,,Ap,, in modo perd che p, diverga: allora, anche se Uy,
tende a zero, potra non tendervi p,Un1 e risultare U=>¢,.

Nel modo piut semplice, porremo quindi

n
k.1 Ap, =1, Pp=23 = S, (divergente).

Il nuovo moltiplicatore k,S, da luogo alla gl/ (%£.8S,), e questa
sard ancora divergente (per un noto tecrema sulle serie divergenti
a termini positivi); avremo cosi un secondo indice di convergenza-
divergenza, pil efficace del precedente:

=¢ convergenza,

@) Un2=8,Un1—1, Unz < 0 divergenza.

Per aumentarne 1’efficacia, si operi su U2 come su Uy,1, as-
S
sumendo per moltiplicatore k.S,Sa,2, con S, 2= 2 1/k,.S, {diver-
gente), ottenendo un ferzo indice

3) Un,3=8n,2Un2— 1.
Si passerd poi a

1
(4) Un,l— Sn,SUn.3 - 1, Sn,3 = Z Eym

e cosl via. Si sara costruita, in tal modo, una catena di indici, cioe
di criteri, ciascuno piu efficace del precedente.

(divergente)
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3. La somma S, 5 & definita a meno di una costante addittiva:
sostituendo S, con Su,n — C (C costante positiva), la sensibilita di
w,h+1 Ton viene modificata nel caso di convergenza (Un,h+1=>¢)
perche (Sy,n — C)/Su,n tende ad 1 al crescere di % ; e cosl pure nel
caso di divergenza, quando risulti U, k1< — ¢. Se,invece, non si
pud decidere, il nuovo indice pud risultare << 0, permettendo di
concludere che la serie & divergente. Si ha un semplice mezzo,
cosl, per migliorare Uy, h+1.

4. La piu semplice catena si ottiene partendo da k, =1, e for
nisce gli indiei
on,1 =0y — 1

Gn,2 = NGy, 1 — 1 =nlep — 1) —1

on.3= Hpona—1; anzni

» 1
on,4 = Hy,00n,3— 1; Hyo=23 by

n 1
on,5 = Hn,s0n,4—1; Hy3=2=X m;-ecg,

Il 1° indice da il criterio « del rapporto »; il 2° da il criterio
di RaaBe. Quando si ponga log,n = loglogn, log, » —log, log n,
ecc. ... e si tenga presente che i rapporti

H, Hy,2 Hu,3

&

logn’ log,n’ log;n’"”

[log = logaritmo naturale]

tendono tutti ad 1, gli indici ox,3, 64,4, ece. si potranno sostituire con
on,3=1logn-opa—1; oy a=log;N-on3—1; ops=logn-044—1;ecec.

I nuovi indici equivalgono ai precedenti nel caso di conver-

genza (ow,n =¢); e anche di divergenza, quando si accerti che &
c,, » << — ¢ (ordinariamente, quando oy, abbia limite negativo). Da

c”, » << 0 seguird ancora divergenza, se c”, h Supera oy h (0 oy p Mmi-
gliorato, vedi n. 3, in fondo). Per es. in o, 3 si pud assumere

1 C s 1 1
H,= 1+ g+t 0 migliorando, H, = gt < logn. Ne
segue che o, 3<C0 denota divergenza. In conclusione, si ha

=1+ ¢, convergenza;
<1, divergenza;

5) log [n (s, — 1) — 1]

criterio noto, e attribuito a DE MorGaN. La condizione di diver-
genza pud, perd, allargarsi: partendo dal moltiplicatore # logn, si
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avra divergenza se
- . 1 —
nlogn.(o'n-— 1)— A(”log"n)zo'nlg— logkl“—y‘& —1 :Gn.3'—pn£09

condizione che pud essere verificata anche per En,%>0, essendo
Pa=> 0.

Similmente si analizzerd o, 4, nel caso En,4 << 0, quando si voglia
ricorrere ad esso, invece che a W

5. Applicando rispettivamente gli indici on,3, 6u,4, On,5... alle
serie
1 1 1

P m— - . ) —
’anl_"E ’ %Han,21+E ? anHn,2H:1+35
t

si riconosce che esse, divergenti per ¢ =0 (come sappiamo), con-
vergono per ¢ > 0, perche I’ indice corrispondente tende ad e.
Saranno tali anche
1 1 ) 5 1 .
»n (log )i+ n log n (log, n)i+e’ n log n log, n (log, n)l+e’ ™

dato che il rapporto di due termini corrispondenti tende a 1 (come
8’ & gihd osservato).

6. Se Za, converge, la sua convergenza ¢ rivelata da un op-
portuho indice di KuMMER: posto, infatti,
A—A,

A=Za,, A, =a,+ ...y, k.
(22

b

risulta U, 1 =1, essendo Uy,1 Vindice 1). Cid significa che la con-
dizione di KUMMER & necessaria e sufficiente per la convergenza.
Non si deve credere, perd, che la convergenza di X a, sia rivelata
da un indice oy, 7, d’ordine sufficientemente elevato. Basta riflettere
al fatto che, risolvendo la condizione oy, 5 =< rispetto a o,, si trae
¢, > 1, ciod che a, decresce. Se cid non avviene, nessun indice on, 5
permettera di concludere.

In generale, la condizione di KuMMER da

kpyy +e

6) =

con
8) = i s;i’}g’i:_ :;’"‘('kn 9= 1/[k,,(1 -+ i)(l + Iz—z) (1 + EE;‘) f

La serie T uq,. associata al moltiplicatore ky, converge per <=0
qualunque sia ko; e la condizione di convergenza dice che X a, &,

7N A <o, [C = costante]
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a meno d’un fattore, minorante di unq}erie convergente associata
a k,. Bssa non &, perd, una qualsiasi minorante, potendo questa
soddisfare alla (7) senza soddisfare & tutte le (6).
11 criterio del rapporto da
1 n
o =1+, ocn,g,:( )

\1+ e

e le serie associate sono geometriche. Il criterio di RAABE esige
che sia

14¢ (n— 1)1 1

B L [ RFUs s e e (1+%)(1+§)--- (1+%)

o la = unm,; rientra nel tipo delle serie dpergeometriche. I1 criterio
on,3 conduee a
1 1+ nm—1)H, ..H,_,
=1 e = (H,+¢)o WH,+¢)

o ) i) )

7. Integrali. — Lia precedente trattazione pud adattarsi allo studio
della convergenza o divergenza dell’ integrale della funzione posi-
tiva a,. Detto k, il moltiplicatore, formeremo ora 1’ indice

—1d , — a, d
(1,) Ux,l = Tx—@(kxar) - kxo'a:'_ kx) c:v:T :—Efi:l()g Q.

11 « tasso di decremento » o, della funzione a, sostituisce, ora,
6, — 1.
Da Uw , ==¢ segue (integrando, p. es., da 1 ad x)

— —e%c (k) =ca,, ka, —ka,=>¢4,, A, :_—fazdx
i

La 1* disugnaglianza dice che k,a, & funzione decrescente;
quindi la 2% in cui il 1° membro & positivo e minore di k.a,, dice
che 4, & limitato, cioé che 1’integrale di a,, da 1 a + oo, & con-
vergente Inversamente, se cid avviene, basta assumere

k,— ‘4__4_ __fadx
W,

per verificare la Uy 1=1. L’ esistenza del moltiplicatore %,, che
rende Uy1=¢, & dunque, condizione necessaria e sufficiente per
la convergenza.
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Se, invece, ¢ Uy.1<<0, la funzione k,a, sard convergente, risul-

ters
00

Td
k,a,>ka,; ja,dm = Iclalf k_x
1 1 *

e quindi 1’ integrale di a, divergera, se diverge quello di 1/F,.
Pertanto, I’indice Ugx1 si comporta come Uy,1. (Mutando integrali
in sommatorie, il rapido procedimento ora esposto pud applicarsi
anche alle serie).

8. Se Uz,1 non permette di decidere, si assuma come moliipli-
¢atore k,p,, ottenendo

d
U= kxpxax - a; (karpx) =P Ue,1— kxpr ’

che sara certo piu effieace di Uy, (v. n. 2) se

wdx
kxpx :1, px:[ESSx.

Si ha, cos)l, un secondo indice, piu efficace di Uy,1:
2') Ugo = S, Uzgy — 1.

Applicando lo stesso procedimento ad Uy gz, si perverra a

@
d.
®)  Usxz=Sz2Ur2e—1; Sze =f % =log S, + cost

piu efficace di Uy,u; ecc. Si noti che anche Sz 2 diverge.

9. Assumendo k,=1, la catena di indici diviene
.
Oxol = Oz, 6m,3=10g-’£-%,2— 1

Op,2 = X6, — 1, ox4—log,x 0,3 — 1, ecc.

Applichiamo questi criteri ad a,=e—2", per cui s, = pxr—'. 1l
1° criterio dice che v’& convergenza nel caso (ovvio) p =>1; for-
mando, allora, xo, = px?, il 2° criterio dira che si verifica conver-
genza per p > 0 e divergenza, com’?® evidente, per p <<C.

1). Come a n. 6, osserveremo che Ila condizione oy, =>¢ esige
che sia 6,>0 e qﬁindi a. decrescente. Se !’integrale di a, con-
verge, ma a, non decresce, nessun criterio G,k poira dimostrarne
la convergenza.
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An generale, il moltiplicatore k, conduce a

ky + ¢ a

Oy = —mr , —Cf < e [C = costante]

e
con
— wkzl-’_sdw v
% 1 dx
ocm,e = xz — S‘o —_—.
k eESa:’ ) k.
£

La funzione «p . associata a k., & precisamente la trasformata
nel continuo di @y (n. 6), in quanto

F1§

x
ed
” x dx ]
It (1+i) diviene H(l—i—s’c—x):e‘”
i= kl 9 ©
(esprimendo il limite del prodotto, che pud chiamarsi prodotto-in-
tegrale, con.Y integrale ordinario). L’ inlegrale di oz, qualunque

sia kx, & convergente per ¢ > 0; e la funzione a., oltreché decre-
scente, risulta (a meno di un fatfore) minorante di «y,..

L’indice og,1 da
1\>
Gy =>¢; Oy, e = gg
e le curve associate y — oy sono curve esponenziali decrescenti.

Per ox,2 &
14¢ 1
M & = -
x ’ X € x1+e

O =

3 N 3 3 3 3 3 s s
e le curve associate sono iperboli (generalizzate). Gli indici oy 3,
6x,4, €cc. conducono a

1 Si+e N
=g+ zlogz’  “»¢T z(log z)+e
1 1+« 1

1
Oy = =+ Oy ; ece.

x log x +z log x log, « ; =z log « (log, x)l+¢

Risulta, da quanto precede, che gli integrali

Ao [ de ¢ de d woo
ez’ alie? « (log x)L+¢’ x log z (log, x)l+e’ ’

sono tutti convergenti per e>>0 e divergenti per ¢=—0; onde si
comportano egualmente le serie considerate al n. 5 (e studiate al-
lora direttamente).

I criteri ora indicati permettono di gindicare della convergenza
senza esprimere la primitiva di @, in funzione di x e cercarne poi
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il limite per x infinito; e percid sono utili quando la primitiva
sia di laboriosa determinazione e di struttura complicata, o non
sia esprimibile in forma finita con funzioni elementari. E, questo,
il caso della funzione e— ? comsiderata al n. 9.



