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Una catena di criteri di convergenza
per serie e integrali a termini positivi.

Nota di CA.RX.0 BOKFEHRONÏ (a Flvenze) (*}.

Suuto. • Partendo da un qualsiasi criterio derivato dalla condisione di
KUMMER, si costruisce una catena di infiniti criteri, ciascuno più effi-
cace del précédente. In particolare, al criterio del rapporto segue quello
di RAABE, poi un criterio simile a quello di DE MORGAN, poi infiniti
altri. La trattasione è adattata agli integrali, costruendo analoghe ca-
tene di criteri di convergensa-divergenza. Sono fatte applicazioni ad
alcune serie ed alcuni integrali.

1. È utile disporre di criteri di convergenza (o divergenza) di-
sposti in ordine crescente di efficacia, intendendo che il criterio B
è più efficace di A se conduce a decisione ogniqualvolta décida
anche A, ma non viceversa. Si evitano, in tal modo, inutili tenta-
tivi, derivanti dal passare da un criterio ad altro di eguale, o mi-

(*) Comunicazione tenuta al III Congresso dell'U. M. I. (Pisa, set-
temhre 1948).
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nore, efhcacia. Si puö costruire una successione, o catena, di infi-
niti criteri, ciascuno più efficace del précédente, sviluppando op-
portunamente la condizione generale di convergenza-divergenza
di KJTMMER per Ie serie, e stabilendo una condizione analoga per
gli integrali.

2. Serie. Detto kn il moltiplicatore di KTJMMER (kn > 0), lo si ap-
plichi alla serie Sa„ (con an > 0) : si otterrà l'indice di KTIMMER

(1) Un,l = = = fe„K — 1) "

Da Z7W)i>£ segue la convergenza; e da CTw>i<0 segue la di-
vergenza, quando diverga 2 l/&tt.

IJ' indice, inyece, non décide se cambia continuamente di segno
o se è positivo, ma tende a zero al crescere di n.

Per migliorare l'indice, sostituiamo knpn a kn:Vindice diverrà

e sarà più efficace di Un,i se da Ux,i>£ segue U>^Q? e da Un
segue ZJ^Oj ma non viceversa. Lo scopo si raggiunge mantenendo
limitato kn^lApn, in modo perö che pn diverga: aliora, anche se Unt\
tende a zero; potrà non tendervl pnUn,\ e risultare Z7>£0.

Nel modo più semplice, porremo quindi

n i
fc«+x &Pn = 1, P» = S r - S« (divergente).

«
II nuovo moltiplicatore knSn dà luogo alla 2 1/(&nig„)s e questa

sarà ancora divergente (per un noto teorema sulle serie divergenti
a termini positivi); avremo cosi un secondo indice di convergenza-
divergenza, più efficace del précédente:

<9\ n Q TT 1 TT ) ̂ s c°nvergenza,
(2) D"M = S ( 1 K i i i - l J ö n . » j ^ 0 d i v e r g e n z a .

Per aumentarne Fefficacia, si operi su Z7«,2 corne su Z7W)i, &§~
sumendo per moltiplicatore knS„Sn,2, con Sn,2= S l/knSn ^diver-
gente), ottenendo un terzo indice

(3) Dfi,s = iS«JaDrn,2— 1.
Si passera poi a

(4) Z7«,4 = Sn^Un.s — 1, &}3 = S r~ö-ö— (divergente)

e cosi via. Si sara costruita, in tal modo, una catena di indici, cioè
di criteri, ciascuno più efficace del précédente.
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3. La somma Sn,h è definita a meno di una costante addittiva:
xsostituendo Snih con Sn.h — C (C costante positiva), la sensibilità di
tluyh+i non viene modificata nel caso di convergenza (£/«,&+î >£)
perché (Sn>h — C)j Sn,h tende ad 1 al crescere di n; e cosï pure nel
caso di divergenza, quando risulti Z7n,h+i<I — £. Se, invece, non si
puö deciderea il nuovo indice puö risultare < 0 , permettendo di
concludere che la serie è divergente* Si ha un semplice mezzo,
cosï, per migliorare U

4. La più semplice catena si ottiene partendo da kn = 1, e for-
nisce gli indici

2 -

M 1

= 2 -«-

,5 = -H«,3^,4 — 1 ; ^ , 3 = 2 P g — ; - ecc

II 1° indice dà il criterio « del rapporto » ; il 2° dà il criterio
di RAABE. Quando si ponga log2 n — log log n, logs n = log^ log n,
ecc.... e si tenga "presente che i rapporti

i s ï j i ) ••• fl°S = logaritmo naturalel

log t t ' logg-w-' loggW-' t e s J

tendono tutti ad 1, gli indici <TW)3, ^«,4, ecc. si potranno sostituire con

w,2 — 1; ^«,4=log2^«<r«,3 — 1 ; ffw.ö^log^-ffn,* — 1 ; ecc.I nuovi indici equivalgono ai precedenti nel caso di conver-
genza (<rM)/i>e); e anche di divergenza, quando si accerti che è
<*n,h ^ — s (ordinariamente, quando <*»,& abbia limite negativo). Da
<̂ n, fc ̂  0 seguirà ancora divergenza, se crnj ̂  supera <jn) H (O <Tn, h mi-
gliorato, vedi n. 3, in fondo). Per es., in <rn)3 si puö assumere

Hn = i -+- - -H ... H- - , o, migliorando, fl"w = ^ -+- ... H- - < log n. Ne

segue che sw,3<^0 dénota divergenza. In conclusione, si ha

,5,

criterio noto, e attribuito a D E MOEGAÏST. La condizione di dîver-
genza puö, perö, allargarsi : partendo dal moltiplicatore n log n, si
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avrà divergenza se

nlogn- (vn — 1) — à(nlogn) = <r„,3 — Ilog 11 -H - j — 11 = <r».3 — i?„ ^ 0,

condizione che puö essere verificata anche per aWj3 > 0, essendo
Pn>0.

Similmente si analizzerà o-M>4, nel caso ff«,4<!0, quando si voglia
ricorrere ad esso, invece che a <rn,4-

5. Applicando rispettivamente gli indici crw,3, ^«,4^ c?n,5—
serie

si riconosce che esse, divergenti per s = 0 (corne sappiamo), con-
yergono per e > 0, perche l'indice corrispondente tende ad s.

Saranno tali anche

n (log ^) l+£ n log n (log2 n)1-*-£ ' n log n logg w (log3

dato che il rapporto di due termini corrispondenti tende a 1 (cdtne
s'è già osservato).

6. Se 2 an converge, la sua convergenza ë rivelata" da un op-
portuho indice di KTTMMER: posto, infatti,

A = 2an, An = ax -+-... an, kn = — - — - ,

risulta t T n j i = l , essendo ZJWji l'indice 1). Ciö significa che la con-
dizione di KUMMER è necessaria e sufficiente per la convergenza.
Non si deve credere, perö, che la convergenza di S a» sia rivelata
da un indice <*«,&, d'ordine süfficientemente elevato. Basta riflettere
al fatto che, risolvendo la condizione Gn,h>z rispetto a aw, si trae
<7tt > 1, cioè che an decresce. Se ciö non avviene, nessun indice vn,h
permetterà di concludere.

In generale, la condizione di KTXMMER dà

(6) ff.^*1^—; (7) f r t s : ^ [C = costante]

con

La serie Sotn,e assodata al moltiplicatore k a , converge per e;>0
qualunque sia t n ; e la condizione di convergenza dice che 2 an è,



222 CARLO BONFERRONI

a meno d'un fattore, minorante di un%Wrie convergente asseciata
a kn. Essa non è, perö, una qualsia&i minorante, potendo questa
soddisfare alla (7) senza soddîsfare a tutte le (6).

Il criterio del rapporto dà

e le serie associate sono geometriehe. Il criterio di BAABE esige
che sia

n ' w ' £ ~ (1 + s)(2 -+-£)...(» H- e)

e la 2a«,e rientra nel tipo délie serie ipergeometriche. Il criterio
ffw 3 conduce tt

^1 L^îLti . _ (H-1)1 g, ...g,-,

7. Intégrait. - IM précédente trattazione puö adattarsi allo studio
délia convergenza o divergenza dell'integrale délia funzione posi-
tiva aœ. Detto kx il moltiplicatore, formeremo ora Vindice

Il « tasso di decremento * <*„ délia funzione aa sostituisce, ora,

Da U ^ e segue (integrando, p. es., da 1 ad x)
œ

1

La la disuguaglianza dice che k^a^ è funzione decrescente;
quindi la 2% in cui il 1° membro è positivo e minore di k^, dice
che Ax è limitato, cioè che l'intégrale di aœJ da 1 a -+- oo, è con-
vergente Inversamente, se ciö avviene, basta assumere

per verificare la 27̂ ,1 = 1. L'esistenza del maltiplicatore kx, che
rende ZJ^i^s, è, dunque, condizione necessaria e sufficiente per
la convergenza.
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Se, invece, è Z7ae.i<0> la fanzione fc^a^ sara convergente, risul-
terà

oo oo

Ka* > Mi ; f a*dx > k^J ~

e quindi F integrale di ax divergera, se diverge quello di 1 / k^.
Pertanto, l'indice Ux,i si comporta corne Un,\- (Mutando integrali
in sommatorie, il rapido procedimento ora esposto puo applicarsi
anche alle serie).

8. Se Ux,i non permette di decidere, si assuma corne moltipli-
óatore k^p^, ottenendo

ü = K

che sarà certo più efficace di Ux,i (v. n. 2) se

KP» =1, Px=J ï^^8*-

Si ha, cosï, un secondo indice, più efficace di Uœ,\i

(2') £ ^ 8 = 5 ^ 1 ^ 1 - 1 .

Applicando lo stesso procedimento ad Z7œj2, si perverrà a

X

;
dx

jg-g- = log 8* -+- cost

più efficace di Z7a,,aî ecc. Si noti che anche SXj2 diverge.

9. Assumendo kx = 1, la catena di indici diviene

<7œoi = £7^, (7^3 = l o g X • ffaî,a —- 1

Applichiamo questi criteri ad ax = e-xP, per cui GSBz=zpx'p—x. Il
1° criterio dice che v' è convergenza nel caso (ovvio) p > 1 ; for-
mando, allora, x<scc=^px1p, il 2° criterio dira che si verifica conver-
genza per p > 0 e diyergenza, com'è evidente, per p <Z 0.

10. Corne a n. 6,, osserveremo che~ l̂ r condizione (7^^ > s esige
eĥ L sia a » > 0 e qxiindi ax decrescente. Se l'intégrale di ax con-
verge, ma ax non decresce, nessun criterio <jXjn potrà dimostrarne
la convergenza.
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^ n generale, il moltiplicatore Jc^ conduce a

QX ̂ > JL—— ? "7T < ai»,e [C = costante]

con

La funzione a^g assodata & kx, è precisamente la trasformata
nel continuo di a«îÊ (n. 6), in quanto

X
r gdx

(esprimendo il limite del prodotto, che puö chiamarsi prodotto-in-
tegrale, con, 1'integrale ordinario). L'intégrale di %xte9 qualunque
sia kx^ è convergente per e > 0 ; e la funzione ax, oltrechè decre-
scente, risulta (a meno di un fattore) minorante di aa)8.

L'indice aXti dà

e le curve associate y=.xx^ sono curve esponenziali decrescenti.
Per <xx 2 è

l 1

e le curve associate sono iperboli (generalizzate). Qli indici
^ 4 , ecc. conducono a

X(log »)!+•

1 .
^ x "*" o; log a; + x log x log, x ; aa!'£ "" x log cc (log,

Risulta, da quanto précède, che gli integrali

13 log i» (l0g t X)1 ece.

sono tutti convergenti per s > 0 e divergenti per s = 0 ; onde si
comportano egualmente le serie considerate al n. 5 (e studiate al-
lora direttamente).

I criteri ora indicati permettono di giudicare délia convergenza
senza esprimere la primitiva di a^ in funzione di o; e cercarne poi
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il limite per x infinito; e perciö sono utili quando la primitiva
sia di laboriosa determinazione e di struttura complicata, o non
sia esprimibile in forma finita con funzioni elementari. È, questo,
il caso della funzione e~ p considerata al n. 9.


