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Il problema di Saint-Tenant nell'elasticità ereditaria.

N*ota dî GTIULIANA BERTI (a Bologna).

$»unto. - Si studio,*, nel caso delV eïasticità ereditaria, il problema di SAINT-
VENANT per i cilindri.

1, Circa quarant' anni fà il YOLTERRA inizio i suoi studi sul-
V élasticité ereditaria ottenendo, com'è noto, risultati di fondamen-
tale importanza.

Le ricerche del YOLTERRA ebbero largo seguito: non mi ri suit a-
perè sia stato trattato, nel easo dell' eïasticità ereditaria, il classico
problema di SAINT -VENANT per i cilindri. Oggetto di questa nota
«ara appunto la soluzione del predetto problema, eseluso perö il
caso del taglio, di cui si dira forse in altro lavoro.

2, La soluzione del problema di SAINT-TENANT (escluso il taglio)
si présenta abbastanza facile, perche non richiede la soluzione di
«quazioni integro - differenziali, ma solo la teoria délie equazioni
integrali del tipo di YOLTERRA. Per rendere più rapida la nostra
esposizione ci serviremo di qualche proprietà di alcuni operatori
gih introdotti dal YOLTERRA, di cui si è parlato in una nota pré-
cédente (x).

3, Nell' eïasticità ereditaria valgono le stesse equazioni dell'ela-
sticità ordinaria ; ma V omografia degli sforzi $(t) all' istante t di-
pende non solo dai ralori a.(t) delF omografia di deformazione al-
l'istante t, ma anche dai valori a(t) assunti (îa questa omografia
per gli istanti precedenti t. Ammesso, corne fa il YOLTERRA (2),

(1) G-. B B K T I : Çi Su qualche proprietà di alcuni operatori introdotti dal
Volterraf, Bollettino dell 'Unione Matematica Italiana.

(2) YoLTKRitA: u Leçon sur les fonctions de lignes „ cap. YI I I , § 1? Pa-
..ris, Grauthier-Villars 1913.
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Fereditarietà lineare e i corpi isotropi, la relazione fra queste
omografie diventa:

t t

P(f) = II, (oc) -+- Jh(t, T)I, [*(T)]dx -+- 2wDa -4- 2
o o'

dove / ed w sono Ie costanti di LAME, h{t, x) e |*($, T) due funzioni
di f e T dette coefficient! di ereditarietà.

Introducendo gli operatori jk ed M definiti rispettivamente daï
nu mer i l ed m e dalle funzioni &(£, x), ^ , x) cioè tali che se
è una funzione continua :

t t

fh(L *)f{T)dT

o
si ha :
(1) p(t) = LI, [x(t)] -f- 2MDx{t)

4. Tornando alla question e proposta, cerchiamo di adattare al
nostro caso Ie formule solite del problema non ereditario. Consi-
deriamo un cilindro di sezione S, lunghezza \ con una sezione
estrema vincolata; poniamo l'origine di un sistema di assi carte-
siani ortogonali x, y, z nel suo baricentro, gli assi x e y secondo
gli assi principali d' inerzia di tale sezione e 1' asse z diretto verso>
F interno del cilindro. Indichiamo poi con u, v, w Ie component!
dello spostamento segli assi x, y, z.

Cominciamo con trattare estensione semplice, cioè supponiaxno*
Ie forze sulla base libéra, paralleli all?asse del cilindro, distribuite
uniformément e e con risultato F(t). Poniamo:

(2) u = xb{t) v = yb{t) w = eg(t)

dove b(t) e g(t) sono funzioni da determinarsd. Le componenti e^,
*>y> £

3) Ta?v? Tara? Yyt ) àélVomografia di deformazione Da nsultano :

Iuoltre :
J, (a) = e, + sv + ^ 2b(t) + g(t)

Abbiamo cosï, Ie componenti <JX, <sy, vz, iœv, iCCi, ty2 dell 'omo-
grafia p, Ie espressioni:

<jx = av = 2(L H- M)b{t) M- Lg(t)

a, = 2Mg(t) + Lg(t) -+- 2Lb(t)

Txy = Xmz = T = 0
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Ora scegliamo b(t) in modo che s a a ^ a ^ O : si soddisfa cosi
aile condizioni di equilibrio sulla superficie laterale del cilindro.

Avremo:

Da cui:
a, = [2M +- L - L(L H- M)-*L]g(t)

L'omografia jï, essendo costante rispetto alle coordinate, soddi-
sfa certamente all'equazione indefinita dell'equilibrio dei eorpi
elastici; inoltre sono soddisfatte Ie condizioni di vincolo nell'ori-
gine. Cioè nelF origine stessa :

dv dw dw
u v w dx ^ ^ —

Le (2) (3) rappresentano allora la soluzione, del nostro problema r

qualora cr_ Talga —=- ? cioè sia:

g(t) = [2M -+- L — L(L -4- M^L]-1 ^

Ora, nel caso non ereditario l'operatore che compare nella
espressione di <rz si riduce al modulo di elasticità; mentre Fope-

ratore ^ c n e compare nella (3) corrisponde al modula

di POISSOK. Indicheremo questi due operatori cosi:

E = [ZM+ L -

K= g L

Quindi:

Queste formule risolvono il problema di SAÏSTT-VE^AOT nel casa
délia estensione. Da esse si possono ricavare, in base all'esperienza,
E e K.

5, Passiamo allo studio délia flessione. Scriviamo, sempre ri-
cordando il caso non ereditario, per le componenti dello sposta-
mento le espressioni:

(4) u - xya(t) « = ( » » - x*) °^ = 0» ̂  w =

dove a(2), n{t) sono funzioni da determinarsi mediante il momenta
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-della coppia che produce la flessione. Queste formule soddisfano
intanto, corne subito si verifica alle condizioni di vincolo nelVori-
,gine. Le coiaponenti dell'omografia di deformazione D% sono: \

e*. = ya{t) ev == ya{t) s2 = yn(t) yœy = y„z ^yvz=zQ

Inoltre :
I, (a) = 2ya(t) •+- yn(t)

Abbiamo cosï per Ie componenti di J5 Ie espressioni :

<r, = <ïy — 2y{M -f- L)a(t) -+- yLn{t)

Œ2 = 2yMn{t) = 2yLa(l) n- yLn{t)

Ora scegliamo a(i) in modo da soddisfare alle condizioni di equi-
librio sulla superficie laterale del cilindro ; cioè in modo che :

a(t) = — ^ (M -+- L ) - 1 ^ ) = JBT«(t)

Da cui:

Oome nel caso non ereditario si ha subito che S soddisfa alle
condizioni di equilibrio e che le forze applicate su un elemento
di base non vincolata debbono valere yEn{t), sicchè queste forze
hanno risultante nullo ed equivalgono ad una coppia con momento
diretto secondo Passe delle x e di intensità -K tale che:

iz(t) == fy*En(t)dS = En(t)I

qualora I indichi il momento d'inerzia della base $ rispetto al-
Tasse x. Si ha cosï:

1 K
n(t) — 2 E~^{t) a{t) = jE- ln(t)

Con queste formule e Ie (4) si esprimono gli spostamenti nel
caso della flessione, qualora si conoscano gli operatori K ed E, e
ia coppia -x(t) che produce la flessione.

6, Fassiamo, da ultimo, alla torsione. Scriviamo in questo caso,
per Ie componenti dello spostamento Ie espressioni:

<(5) u == z{y -+- a)r(t) v z=z — z(x — b)r(t) w = ['K^» y) — ax ~
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dove r(t) è una funzione cîie rappresenta l'angolo di torsione, e
che si déterminera mediante il momento délia coppia che produce
la torsione ; ty(x, y) è la stessa funzione che considéra nel caso nom
ereditario, armonica e nulla nell 'origine e taie che sul contorno
S délia sezione del cilindro fatta col piano xy sia:

dn J

essendo S ed s i coseni direttori délia normale ad S; a e b valgono
34> 3Ù

rispettivamente - 1 e -*- calcolate ne i r origine. Sono perciö soddi-

sfatte le condizioni di yincolo in questo punto. Le cömponenti
dell' omografia di deformazione Da valgono :

£* = % = £2 — y TV = 0

Inoltre :
T, (a) = e* -+• S •+• £= = °

Abbiamo cosï per le componenti dell'omografia p le espressioni:

*x = °y = °z = **y = 0 TXZ

U omografia S si puö perciö scrivere :

(6) p

dove pL è un'omografia funzione délie coordinate. !N"el caso non
ereditario vale ancora la (6) purchè in luogo di Mr(t) si ponga una
costante. Cioè? a meno di una costante moltiplicativa, px è l'omo-
grafia^degli sforzi nel caso non ereditario. Si ha perciö, ricordando
le proprietà dell'omografia degli sforzi nel caso non ereditario

grad p = Mr(t) grad pi = 0

e se n è un vettore normale alla superficie laterale del cilindro :

e si prova cosï che sono soddisfatte le equazioni indefinite e le
condizioni alla superficie laterale. Inoltre sulla base non vincolata
si ha:
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cioè Ie forze distribuite sulla base che mantengono in equilibrio
il cilindro devono essere in ogni istante proporzionali alle forze
nel caso della torsione non ereditaria. Quindi il loro risultante è
nulla, il loro momento risultante è diretto secondo 1' asse #, e vale
intensita:

iz(t) = — Mr(t)I
dove ora

• j - __

s
Perciö se si assume r(t) — M~x —̂ • Ie formule (5) rappresenta-

no, in modo completo, la soluzione del problema della torsione
nel caso ereditario nota la coppia Tc(t). Si ha cosï modo di espri-
mere, mediante i coefficienti che compaiono nelle formule gene-
rali dell' elelasticità ereditaria, i termini üT, <P(t r) già introdotti
dal VOLTEKRA (8).


