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Suli’approssimazione delle funzioni continue.
di due variabili mediante polinomi.

Nota di Lurei MeRrLi (a Fireuze;

Sunte. - Si dimostra ia convergenza de: polimomr di wmterpolazione e Lia-
GRANGE. per le funzione iipschitziane di due variatiii.

1. Ricordiamo che assegnati 1 punts fondamentaii

x)(i,

.............

n
zerr del polinomio o, (%) :%I_I'I‘\x — &™), (w =1, 2,...), ed una fun-

zioute flx), il polinomio di interpolazione di LaeraNee L, [fix),
clie nex punti dati assume rispettivamente i vaior: f{z\"), f(x,'*), ..
fix.'"), & dato dalla formula

‘y

1) L,,[fqa:)] = §1f(xk\ﬂ))lh(n)(x)’
dove a
@ L) = )

e — e ™)
Esso risulta un polinomio in « di grado <n — 1, e se f(x}=g,.(%),
con g, polinomio di grado m <m — 1, si ha
L.[g.\®)} = g..(),
per cui, facendo g, (%) =1,

3) 3 () =1, ().
k=1

() Cfr.: per le notazioni, L. MERLI, Recenti risultati sulla convergenza
der polinoms dv interpolazione di Lagrange ¢ dv Hermite, « Giornale Ist.
It. Attuari », XI, 1, (1940), pp. 1-12,
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€+ consider: ora un doppio sistema di punti fondamentali

:rl(l) y "y
L 0w
xlta)v x!“)‘ ms’l) y‘@) %i(il‘ wzt%)
o o o o = PN € e e o P - > e s .
mv(n)n x:m)‘ e . xm"r‘ ?},’;M ,yzlmv )/m“m

° nA e woe b . @« 6 o0 e ° a e

¢ smpponiamo che ner punt’ di cordinate 4, 4./ siano assegnati -
corriepondent: valori fla,™, y, ")\, ivi assupeti da uva Pimzione flx )
Gi Ane variabih. S vede subito rhe il polinomin <i grado n— 1,

a! massimo, 11 z ed m — 1, al massimo in y cke ne’ punti dafi
nomeide con i valori assegnati, & dato dalla formuia

n "

@ L nifl@ 4] = S [L@ T 150 (.00, 2 ™,
w=1 ="

dge

%, )

v S
0 a0, ™o ™)

L) =

1omy —

o o )

<

7

oozt

2 m ¢
wdy) =0 lx — 2,™). v, (y) =. Hl(y -~y ),
r-=

Lia (4) pertanto da il polinomio di interpolazione di LiAcrANGE
per le funzioni di due variabili. Anche qui. come nel caso di nra
sela variabile. se g, wlx, ' @ un polimorwio 4 grade < n—1irv x,
<m —1in ¢y, s1 ha identicamente

5 Ly, mlgn, mle, ¥V = g, wlx U}

ed ip particolare. ver gy m(x. yl=1.

” - W
(6) 1= 21"x) 3 1L
k=1 =1
come, del resto, segue anche direttamerte dalia (5).
Si consideri ora la doppia successione der polinomi

4) i me (ﬂx, y;l e

analogamente a guanto & stato fatto per ie successioni (1) relative
alle funzioni di una sola variabile. ¢i proponiamo, in questa breve
nota, di studiare ii comportamento della successicne (4) quando
m~—oco ed w—oo e dimostreremo precisamente il feorema <g fixy
2 una funzione periodica. di periodo 2w, in ciascunc deeie Lo ¢ va-
riahili x ed ¥, ¢ soddisfacente alln condizione di LipscHir, » pPa-
rametro A, ossia fix.. y))—f(x,. ¥)I<M|x, =X+ y —v,.l
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nell’ipolesi che © punti fondamentali siamo gli zeri x4 = cos 3,
2 —1 w 2 —1
s = o s (E=1, 2,.., n), y; ™ — cos ?ng), o = T

(i=1, 2,..., m), del polzm)mw di TCHEBYCHEFF di prima specie, e

supposto che sia h < o 5 k, con h e k costanti assegnate, 8i ha

7 j Yim Ly, mif(x, ¥)} = f(x, )

{ B —e 00
e cio uniformeménte per — 1 <x <1, —1<y<1(®.
2. Osserviamo in primo luogo che &

A @)
(8) ! L™ x) | = §1 ‘w 2 (PN — 2, ™)

< Clog n,

con O costante assoluts, indipendente da n.
Infatti. essendo w,(x):==cosny, x=—cosy, tenuto conto che &

% ten nY 2k —1
w, x)—~————-°m::cosi' er x =2,'™, ossia per ¥ =¥, M= ——=,
T sen s P k9 p 2”
ih / ()} e k1 i 3 3
s1 ha w, (wk )_ {"— 1) g’é‘m—; , © qumdl
@, cos nd sen ¥, _
«12) =(—1p- Vo, (0<x <),

(e e — ™) T n{cos I — cos I,

per ovi

n Z 1 cos .y sen 3, n | cos N sen ¥,
i 13
B i =3 =% L
¢ —1!ln{cos Y ~ cos . ¥y I4+3
k 3 k=1 k k
2n sen sen ;
2 |
ed ermendo
gen I,
- — (ny
°~‘+3k<2’ | cos #3 | = | sen n(¥ — I, |,
sen ‘T“

(2} Nel recente fascicolo del « Mathematical Reviews ». (vol. 10, =n. 8,
{1949), pag. 529), abbiamo visto recensifec un lavoro di BEzLyupnYl, sullo
stesse argomente [BrzLyupNnYi A. S. The approximation of periodic func-
tioms 6f two variables by interpolatory trigonometric polynomials, « Dok-
lady Akad. Nauk SSSR (N. 8.)», 65, {1849), pag. 257-280). Noi non ab-
biamo petuto leggere direttamente tale lavoro, comnnque le condizioni poste
sulle f{x, ) sono diverse dalle nostre,
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otteniamo :

' Pl 2 sen mfY - 2. ; .
ol 2 8 TR0 legm ()
=t I = gom — ok

\ 2]

Tennto conto, poi, che qualungue ria il poltinomin P n/m. %), €z
grade <<n-—1nx e <m--11in y ~i ha-
” m
= \Y - » -
LY Pn, whe, ’i;} = 2 [_Z,““{x) 2« ("‘){y)Pn, w2, ™, Y. ‘ej..
=1 =1

msulta:
[Hz, ) — Lo, ml . a1 <71 flaoy ) — Po,mlw, M| +

L u,(x) i v, () X i
7 i ”» Gy (vn (m)\] i
= ! %,;l{xk(" N — wk( z)) b ’U,,,"fyt(”"‘(y ) ) [f( s U, Pn m s Y 2
Ossia, posto max |fla, 4) —- P w(x, ) = Ap, m, e tenuto conto
—l=xe<l
—isy<t
del'a (8)

P, 9 — Lnmlflo, t] <<

., {x) om | DN’
<A ¥ + E = el
" mlL k=1 uu’ (x )(x—th)} | 1= l ! Ym (J,("“){y — :’J’.“’”

< Ay, mil + C?log n log m].

Per lo ipotesi fatte sulla f(x, ¢), & possibile associare agli interi »
ed m un polinomio Py, n(x, 4} dei gradi rispettivamente  — 1 in z
ed m — 1 in y, 1n modo cke si abbia-

i 1
A”m<M('—)_’b+E)’
\

con M costante assoluta (f), sara allora:

[, ¥) — Ln;wlflz, 9)] | < M(— )(1 + C*log n log m),

€, tenuto conto che, per ipotesi, & h << p < k, segre il teorema

(3} Cfr.: L MeRru1, Sulla approssumazionse delle funsiome rontinue me-
diante polinomi, < Reund Acc. Naz. Lincer », serie VIII, vol, I, fasc. 11,
(1946), pagg. 1175-1180

(4 Cfr.: E. I. MicrRELSON, On the o, proxumate representatrion of a fun-
ction of two varmbles, « Trans. .of the Am Math. Soc. » 33, 8, (1931).
page. 759-781.



