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Un problema metrico relattvo agli insiemi di punti,
nel piano o nello spazio.

Nota di TULLIO YIOI^A (a Eoma).

Santo. - Problema del minimo cammtno évitante un insteme^ vel senso
precisato nelle prtme righe della nota stessa.

1. Sia E un generico insieme cbiuso di puntig nel piano o nello
spazio. Se A e B sono due punti estranei ad E ed appartenenti ad
uno stesso campo (l) complement ar o ad E, tali punti si possono
congiungere mediante una curva sexnplice e rettificabile y di
PEANO-JOBDAN, totalmente esrranea ad E.

Si possono evidentemente tracciare infinité di tali curve 7 e ei
si puö proporre di trovare e di studiare una curva F d'accumuia
zione per una successione ylf ytJ..., Yn?— e n e s i a niiniinizzante
della lungheziza L{y). ïntendiamo che, se A è 1' estremo inf eriore
delle lunghezze JJ(Y) delle curve Y- I e curve YI> YÏ» — ' Y«»-- 8 o n o

tali che
lim Xf(Y„) = A.

n —*- 00

Qnest' interessante problema è stato segnalato dal prof. M. Pi»
CÔNE, anni or sono, nel Suo corso d'Analisi Superiore.

2. Supponiamo di partire da una qualunque curva Y e ^i defor-
marla con continuité in modo da diminuirne via via la lunghezza,
avendo perö i'avvertenza che la eurva non attraversi mai punti di E,
anzi non tocchi mai E. Se E è piano, al tendere di detta lunghezza
al proprio estremo inferiore, la curva Y tende ad una curva
d'accumulazione Y> unica e ben determinata, le cui proprietà pos-
sono ritenersi note, apparteneiido sostanzialmente alla teoria clas-
sica degli isoperimetri e a quella, più moderna, detta della geo-
metria infinitésimale diretta (*}.

Y è rettificabile e la sua îunghezza è esattamente iiguale alFe-

(4) Questo termine è inteso nel senso di «i*egione connesua *.
(2) È il problema dei filo teso fia due punti evitando un ostacolo. o

del miniino cammino girando attorno a una città, ecc.
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stremo inferiore or ora citato (3). Inoltre essa è rettilinea nell'in-
torno d'ognuno dei propri punti estranei ad M Se y possiede punti
<ii E (corne certamente ne possiede e costituenti necessariamente
un insieme parziale chiuso délia frontiera FE, almeno se ii seg-
mento AB non è totalmente estraneo ad E), y ha ivi sempre le
due semirette tangenti, rispetf' ^arpente verso A e verso B. iNei-
l'intorno d'uno qualunque di que3ti punti, se le dette semirette
non sono per diritto, E è contenuto înteramente nelPangolo minore
di 7T, ch'esse formano. Se invece le dette semirette sono per diritto,
E è interainente situato da una stessa bandd di tali semirette (fatta
n\ più eocezione di punti situati su y stessa). Più precisamente e
in forma riassuntiva :

nell' intorno del punto, E è sempre situato da una stessa banda
délia curva (a meno che E non si riduca semplicemente ad an
•certo gruppo di punti situati sulla curva stessa) (4).

Tutte queste propriété si possono del resto ritenere quasi evi-
denti e permettono di dedurre che y si pua suêtdividere in archi
dascuny dei qvtali voîge la concavité da una stessa parte (pur in.
cludendo, in tali archi, eventaali porzioni rettiliuee). Se si consi-
déra uno qualuuque di questi archi, si riconosce facilmente che i
punti di FE che cad >no sa di esso, fatta al più eccezione di quelli
che eventualmente appartenessero a una porzione rettilinea termi-
nale deir arco stesso, giacciono tutti sempre da una stessa parte
rispetto alla v variabile (di CUL, corne s' è detto, la y è una curva
d'accumulazioae): precisamente da quella parte, verso cui il detto
arco di y volge la concavità.

Meno evidente è la proprietà che il numero dei detti archi è
necessariamente finito. Per dimostrare questa proposizione; possiamo
ragionare per assurdo. Se esistessero, su y, infiuiti archi eosiffatti,
e3isterebb3 su y anche un punto P d'accumulazione per un'infi-
nità degli archi sfeessi (P distinto sia da A che da B). Quest'accu .
mulazione puö essere unilaterale o bilaterale: è, in ogni caso, lécito
considerare una suocessione infinita C,, C,,..., Cn,... di tali archi^
che volgano ia concavità aiternativamente da uaa parte e 'dall'altra
délia y e che tendaao a P susseguendosi ordinatamente, aulla y, ru
«no stesso dei due versi AB3 oppure BA. Siano i*j, P2 , . . . , Pn, ...

(3) Cfr. per es. T. BONNESEN: Les proOlcu'ies des isopérimètres et des isêpi-
phanes. Collez. Borel, Parigi 1929, p. 53.

(4) Cfr. per es. G\ BOULIGAND: Introduction à la géométrie infinitésimale
'directe. Parigi 1932, pp. 91, 106, 135 ecc. Da quest'opera si posson rieavare
faeilmente altre proprietà locali di y, oltre a quelle che qui iadichiamo.
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punti di E (precïsamente di FE) sceîti a pïacere, uno per
suglï arcM Cn (

5).
Per quanto sopra s' è osservato, i pnitti Pn giacciono alternati-

vamente da parti opposte rispetto alla y varinoüe e tendante a y: la
y deve dunque costantemente paissare per il punto P cui tende la
successione | P n | . (Infatfci, se y non passasse per P, lascierebbe da,
usa stessa parte tutto un intorno completo di P). Ma P, eoine
punto d'accumaiazione di punti di FE, appartiene aneh/esso ad FM
e quindi anche ad E, ciö ch.e contraddioe alla definizione délia
curva variabile y.

I « puntî axigolosi » di y» ci°è i punti di y nei quali le semirette
tangenti, sopra indicaîe, non sono per diritto, îormaiio un insieme
tutt^al pia ïiumerabiie (6).

3. Continuando a supporre E piano, i teoremi classici assieurano-
ora V estsfenza (non perö ¥ uniciiài) d'una curva F, la sua reitifi-
cabilità ed anche che la lunghezza JC(Ï') non pu6 superare A (:j.

Tina quaîunque curva F (n. 1) condivide con una y (n. 2) due
proprietà : quella d'esser rettilinea nell? intorno d'ognuno dei propri
punti estranei ad E, e queîla d? avere in coinune con E soitanto
punti alla frontiera di E. Ma, per il resto, F non gode affatto di
proprietk CÜSI particolari corne y ; anzi (a parte il ccmportamento
di E nel SÜO intorno) F puô essere una curv^a rettificabile di tîpo
molto generale. Un' effettiva successione iniinraizzante ' yn ( yub
esser costruita col semplice procedimento seguente. Si scelga (cosa
certamente possibiîe) un numero e ̂ > 0, < 1 e tanto piccolo ene i
due punti A, B appartengano a uno stesso campa complementare
all ' involacro Et (di raggio e) dell'iiisienie E(% e si considermo le
succössiye potenze &n[n=l, 2,...) ai s. Per un qualunque valore
di n, Pinvolucro Ee~, è costituito da un numero finito o da im' m-
finità numerabile di domini connessi : precisamente, in ogni cer»
chio del piano (per quanto grande) cadono al più un numero fi-
nito di domini connessi costituenti Etn (% Perciö le curve F rela-

t°) Questa s<3eita puô ovvtamente regoiarizzarsi, considerando che la
paite di FE appartenente a y è chiusa.

(6) A. DENJOY: Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions conhnitesy

« Journal de Math, pures et appjiquées », 1915? p. 147; Gh DURAND: Critère
de dénombrabthtê, « Acta Mathematica ». vol. 5Cn 1931.

(7) Cfr per es. L. TONELLT : Fondamenh di caîcolo délie vanaztoni,
Vol. I, Boïogîia 1921, pp. 87, 75.

(8) Ec b V inbieme formato da tutti i punti del piano, le cui distanze
da E non euperaro e.

(9) G. B O U L K U N D : toc cit. alla nota (*), p. 37
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tive ad Etn (10) sono necessariamente in numero finîto, e SÖÏ*O tuiste
del tipo y (indicato al n. 2) relativamente ad Ee-. (

u) : indichiaxaoie coa
*Yn)j rs

(n>, ..., rfc„tM). Sia yw una qualunque di quesle eurTe
IY»>(* = 1, 2,. . . , ftn)H.

Che la succesion'e jyMi, COSÏ costruita, è in reaîtà inixümïzz&nte
relativamente ad E, si puö dimostrare immediatamente cou ia, be-
guente considerazione. Prefiseato un numero r\ >> Ö coinnïi^îâe pic-
colo, indichiamo con y^ una curva unente A, B, totaimente estranea
ad E e tale che sia

i(ï-o) < A + in

Se v è il più piccolo intero positivo, tale che sv sia minore deiui
distanza di ŷ  da E, si riconosce che ŷ  è totalmente estranea anche
ad ogni Ee

n con ^ ^ v . Dunqiie, per ogni w>v, è D(y„)^i(yTt), e
cid basta a dimostrare V asserto.

4. Quali analogie sussistono nello spazlo iridimensionale? Quanto
précède dà particolare risalto e interesse alle complicazioni note-
volissime che subito si presentano: già per una curva del tipo y
(n. 2) Ie cose vanno, nello spazio, in modo del tutto differente.
Esse vanno all'incirca come per una V (nel piano o nello spazio):
si pu5 cioè affermare V esistenza, non V unicità, d' una y, perma-
nendo soltanto, in ogni caso, le due propriété di cui all' inizio dei
secondo capoverso del n. 3.

Se E è un dominio semplicemente connesso, il problenia partieo-
larej enunciato al principio del n. 2, viene a ideutificarsi, sia nel
piano che nello spazio, con quello generale del n. 1. Ma, come s'è
detto, nello spazio Ie complicazioni dei due problemi sono ugual-
mente gravi: ne daremo uu saggio in una prossima nota, costru-
endo un esempio di dominio tridimensionale E semplicemente eon-
neeso e limitato da una superficie qaadrabile, la quale sia anzi
dotata di piano tangente variabile con continuità (e magari anche
di elementi differenziali d' ordine prefissato elevato a piacere) ia
ogni punto estraneo alla curva d' accumulazione F. Dimostreremo,
per tale dominio E9 la notevole limitazione :

L(T) < A.

{i0) Curve d'accumulazione per successioni di curve y estranee ad E£n e
minimizzanti L(y).

(11) Cioè si possono ottenere per deformasîione continua (ne] senso pre-
oisato al n. 2), da curve y estranee ad E&n.

(12) È appena necessario avvert i re che è possibile indicare una ben
determinata legge di scelta, la stessa per ogni n.


