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Sulïa fttabiîizzazione di imo &tato di equiîibruo
mcdiante a^ioni girostaticlie.

'NOIEL di MABIO MÀNABUTI (ar Boîogna).

Huuto. - Iw qxiesto lavoro viene discussa la stabihë3azione} per messso di
a&ioni girostatiche^ di uno stato di equihbrio di un sistema oïonomo
con n gradi dt hbsrtà a vincoli privi di aitriio e soggetto a forse con-
sbriative, ricorrencïo alla rappresentasions del movimento del sistema
fttcccanico nello spazio Sa délie configiirassioni, estendendo al caso deglt n
parametrt %l metodo del rifenmento al sistema ruotante. Nel contempo
si gencrali&sa anche un t*orema del LARMOR.

Corne P noto nelle equazdoni del moto di un sistema olonomo
oon n ïjr&di liber ta, possono interrenire termini a carat tere giro-
itatico e, m taie circostanza, allorcîiè il sistema è soggetto a sol-

conaervativa^ si è indotti a discuterezmediante tali ter-
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mini, la stabilizzazione di uno stato &i equiiibrio. Tal e discussione
è stata condotta appiicando la teoria delie piccole oscillazioni, con
la quale lo studio yiene contenuto nei termini délia stabilità li-
neare f1). Si è limitato lo studio a questa approssimazione per la
difficoltà di calcolo a cui condurrebbe in generale una discussione
rigorosa, Nel caso pariieolare di n = 2, realizzando il sistema mee-
canico mediante un punto mobile nel piano e per una sollecita-
zione centrale repulsiva, il LEVI-CIVITA ha dato ragione del risul-
tato anche riferendo il moto del punto ad nn particolare sisfcema
ruotante in quel piano.

In questo lavorp, riattacuaiiuumi a nozioni di Cinematica nello
spazio ad n dixnensioni sviluppate in una mia Memoria (*), ho esteso
il metodo del riferimento al sistema ruotante al caso generale di
un sistema olonomo con un numero qualsiasi p di gradi di libertà,
interpretando il moto del sistema meccanico mediante il moto di
un punto rappresentativo nello spazio delle configurazioni ; limi-
tandomi perö a considerare specialmente forze conservative che,
rappresentate in detto spazio, risultino di tipo particolare. Si ha
cosï il yartaggio di poter condurre la discussione délia stabilità
del!'equilibrio appiicando direttamente il teorema di LAGEANGB-
DIRXCHLET e di poter considerare anche il caso nel quale 1' assenza-
del massimo del potenziale nella configurazione di equilibrio che
si vuol stabilizzare sia deducibile dall' esame dei Yalori locali delle
derivate di ordine superiore al secondo del potenziale stesso e
discutere, per questa via. la stabilità} non sempli^^™^"^» lineare,
ma rigorosa.

Si puö, iiiüidentalmente^osservare che allorquando Ie forze cen-
trifughe rispetto al sistema di riferimento ruotante risultino tra-
scurabili si ottiene immediatamente 1' estensione del noto teorema
di LARMOR che nello spazio ordinario stabilisée Fequivalenza, in
prima approssimazione, di un campo magnetico uniforme ad una
opportuna rotazione [rotazione di LARMOR) del sistema di riferi-
mento.

Kei caso generale in cui 3 a sollecitazione conservativa agente
sul sistema meccanico non presenti la circostanza di cui sopra, col

(M T. LEVI-CIVITA e TL AMALDI, Lesiont di Mecçanica raBionale. Voi. 11,
parte I. cap. T I , Ed. Zanichelli, Bologna 1926.

GL KRALÏJ, Meccamca teemca delle vïbrazioni. Parte I, cap. 1V3 Ed.
Zanichelli, Bologna* 1940.

(2) M. MANARINI, Sul calcolo plurivetioriale negli spazt Sn. e applica-
bilité alla Meccamca dei ststenti rigtdi, « Annali di Matera atica piira ed
applicata ». Serie IY, t. XII, 1933-^.



58 MARIO MANARÏNI

metodo del riferimento al eis te m a ruotante ci si imbatte nella dif-
ficoltà che le equazioni del moto rispetto a taie riferimento con-
tengono esplicitamente il tempo. Mi propongo,di studiare nel se-
guito la questione ; comunque mi sembra ehe il metodo posBa pre-
sentarsi efficace anche nella circostanza accennata poichè, qualora
nel riferimento al sistema fisso le forze siano funzioni lineari
délie coordinate, si possono dare facilmente dei criteri di stabilità
i quali possono servire, passando aïl' osservatore mobile, a dare
criteri di stabilità per sistemi di equazioni differeuziali con coef-
ficient! variabili col tempo. E questo è un argomento ben lungi
dair essere esaurito.

1. Si a dato un sistema olonomo con n gradi di libertà, a vincoli
pri^i di attrito e soggetto a forze conservative. Bappresentiamo il
sistema ineccanico nello spazio Sn délie configurazioni (a metrica
euclidea) mediante il punto M riferito ad punto fisso 0 ; e poniamo
che Pequazione del moto del punto rappresentativo M ri&ulti délia
forma :
(1) M + GM = gradM+[(ilf - Of],

nella quale 6r è un' omografia assiale costante (l) e ty[(M — O)2] è
iina funzione differenziabile in 0 che ammette le derivate in 0
fino ad un certo ordine e dipende dal potenziale délia sollecita-
zione ed eventualmente anche dalla parte delPenergia cinefciça in-
dipendente da M. Il termine GM che figura nella (l) è un termine
a carattere girostatico ; e diremo G V assiale girostafAca del sistema
meccanico. 1 simboli M e M indicano, rispettivamente, la derivata
prima e la dérivât a seconda del punto M rispetto al tempo.

Disponendo délia costante additiva del potenziale possiamo sup-
porre che il punto 0 sia il punto rappresentatiro délia configura-
zione di equilibrio del sistema olonomo; la quale, in assenza del
termine girostatico, verra supposta instabile.

Eiferiamo, in 8n, il moto del punto rappresentativo M ad un
sistema ruotante intorno ad 0, con rotazione definita dall' assiale

— ^ (r e quindi con velocità angolare determinata dalF (n — 2)-

vettore-applicato ad essa corrispondente e ch9, in generale, sarà
un (n — 2)-vettore-multiplo (*).

Applicando il teorema di COBIOLIS esteso al moto di un punto

j1) Cartesianamente, in un Sn un'omografia assiale è rappresentata da
una matrice quadrata emisimmetrica di n linee ed n colonne.

(2) M. MANARINI, loc. cit.
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nello spazio Sn si ha (') :

M = Mr - GMr + \ G*(M — 0),

nella quale l'indice r indica che si tratta di velocità e di accele-
razione relative al sistema di riferimento mobile.

D' altra parte, essendo :

Mr=M+^G{M— 0),

risulta :

M= Mr — GM— \ G*(M— 0);

e quindi, sostituendo nella (1), abbiamo :

(2) M, = grad^ ^[(M- 0)?] + \ G\M - 0)

Rieordando poi la formula che dà il gradiente di un prodotto
scalare, otteniamo subito Tequazione del moto del punto rappre-
sentativo Mrispetto al sistema di riferimento ruotante nella forma:

(3) M~gradMUr

con :

(4) ur = WM ~ oy] -h ~ GW - 0) x (M - 0).

Cioè il moto di M rispetto al sistema di riferimento ruotante
avviene come se il sistema meccanico fosse sollecitato da forze
conseryative di potenziale rappresentato in Sn, dalla funzione Ur,
data dalla (3) (*).

L'omografia G2 che entra nella (4) è sempre una diiatazione (8)

(f) I^el caso particolare di Gr costante, il teoreuia di CORIOLIS esteso al
moto di un punto nello spazio Sn è immediataraente deducibile derivando?
rispetto al tempo, ia (10) del § 3 della mia Memoria citata e tenendo conto
delle (8) e (9) della Memoria stessa.

(*} J^el easo poi che, rispetto alla forza gradM4»[(M— O)2], la forza cen-

trif uga - G2(M — 0) sia trascurabile, la (2) si riduce alla :

e si ha cosï l'estensione allo spazio Sn di un noto teorema di LARMOR,

giacchè rimane dimostrata 1' equivaienza, in prima approssiraazione, del
campo di forze sovrapposto a quello conservativo e che nell'equazione del
moto si esplica nel termine GM, alla precessione del sistema di riferi-
mento con rotazione determinata dall' assiale — s (r.

(3) Cartesianamente un'omografia diiatazione è rappresentata da una
matrice quadrata simmetrica.
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ed è costante anche rispetto al sistema di riferimento motanie.
Invero calcolando le derivate rispetto al tempo délie sue compo-
nent! cartesîane seconde una n-pla ortogonale solidale col sistema
ruotante e di versori i/, (s — i, % . . . , n\ si ha :

- \ au/ x ai; + Gi/ x \ an; =

= g j G{Gi/) x ©V •+• <?*/ X G(G*V) ! =

= | j - Gi' x Ö(É»/) -H « / x OiOi/) i - 0

La discussione délia stabilizzazione dello stato di equilibrio in 0
puö essere condotta col teorema di LAGRANGE-BIBICHLET operando
sul potenziale Ur che, corne si è visto, involge P assiale girosta-
tica G.

La seconda parte del potenziale JJr è una forma quadratica de-
fmita negativa, poichè i coefficient! di dilatassions (*) di Gz sono
tutti negativi dato che, riferendoci ad una w-pla di direzdoni unité
di G' rispetto al sistema ruotante e determinata dai versori */,
si ha :

GH/ x i/ = - Gi/ X Gi/ = - (GiJ)1 < 0 (s - 1 , 2,... n).

Il massimo del potenziale Ur in 0 puö essere assicurato dalle
sue derivate seconde calcolafce in 0. Qualora queste risuitina tutte
nulle P esame verra rivolto aile derivate successive in 0 deîla f un-
zione ty[(M— 0)*]. Anche se <J/[(üf — Ö)2] avesse in G un minimo di
carattere generale, si présenta P eventuale possibilité di poter de-
terminare G in modo che il potenziale Ur abbia in 0 un massimo
effettivo.

Per quanto concerne la stabilità assoiuta dello stato di equilibrio

(4) Per le formule di POISSON, estese allo spazio Sn (Cfr. la mia Me-
moria citata), nel nosïro caso si ha :

(2) Per brevità e con analogia evidente, chiamo coefficients d% dilatd-
eione di un' omografia vettonale a i nuzneri :

dove ts {s =r lj % ..., n), eo^titui&ee una n-pla di versori che definisce una
n-pla di direzio/ii unité ortogonali délia àn^taKiono di y.
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in 0, ossia la stabilità rispetto all' osservatore fisso, ovviajnente
nulla Ti è da aggiungere per quel che r iguarda la posizione del
sistema. Occorre invece pro vare che sono sodclisfatte Ie condizioni
richieste dalla stabilità dell 'eqailibrio anche per quel che concerne
l 'enereia cinetica. Notiamo infatti che si ha :

(5) M~iTr—®-\3I- 0);

ed osserviamo che, roî&tivamente alF oinojryafia non nul la ^ff, è

possibile trovare UÏÏ numero &, positivo tfule ci<* per ogni punto ilf
si abbia :

D*altra parte, una volta realizzata rispetto al sistema ruotante
la stabilità dello stato di equilibrio in 0, avremo che fissato un
s > 0, piccolo a piacere, è possibile trovare un numei o *) ;> 0, suf-
ficientemente piccolo, tale che, essendo :

(6) 2k\ M ° - 0 | < v ] , e | ü f r ° | < v ]

nelle quali M° e Mr° indicano condizioni iniziali del sistema mee
canico rispetto al sistema di rif erimento ruotante, si abbia :

(7) |Jf-O|<~ e K\<1-

D' altra parte, per la (5), si ha :

(8) \Mr\?£\M\-*-k\M—0\

e quindi, per condizioni iniziali rispetto al sistema fisso per Ie
quali si abbia:

(9) | J K " - O | < ^ e | M » | < 5 ,

avremo per la (8) :
110) \M,o | < - / , .

Poichè dalla (5) risulta anche :

\M\<\M,.\-t-k\M- 0 \ ,

con Ie condizioni iniziali (9) avremo, per (10), (6) e |7) :

(l) Cfr., ad esempïo, D. GRAFFIJ Sopra un' equazione futizionale e la sua
applicasione ad un problema di Fi&ica ereditaria. * Annali di Matematica
pura ed applioata ». Serie IV, t. IX, 1931, pag. 147.
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con la quale si assicura la stabilità dello stato di equilibrio in 0
del sisteina meccanico, anche rispetto al sistema di riferimento
fisso.

2, Si vede subito che Passiale Ge la dilatazione G? sono sempre
due oniografie o entrambe non degeneri o degeneri dello stesso
rango r (*) e con Ie stesse direzioni nulle. Invero se a è dnezioiie
nulla di (?, orviamente lo è anche di &. Viceversa se a ë dire-
zione nulla di Gl lo è anche di G perché, posto che sia G%a = 0,
non puö essere Ga=^0 in quanto, se ciö fosse, sarebbe Ga x Ga^=Q
e quindi anche a X G*a 4= 0 ; il che richiede che sia G*a 4= 0, contro
l'ipotesi.

Ricordiamo poi che il rango di G è f se, e soltanto se, per gli
invarianti di G si ha :

InG = In_TG = ... = I^r^G = 0 e In„fG =J= 0,

e che gli invarianti di ordine dispari di un' omografia assiale &ono
tutti nulU {').

Se r è il rango di G (e quindi anche di G2) consideriamo in Sn,
per Ö, lo spazio Sr delle direzioni nalle di 6r. Nello spazio Sn~~r

per 0, ortogonale ad Sr, puö essere possibile ottenere col termine
girostatico, la stabilità del si&tema rispetto a spostamenti e velocità
contenuti in questo spazio; e tale spazio Sn^, , per le proprietà
suddette, ha sempre un numero pari di dimensioni. Quindi viene
confermato il teorema che il termine girostatico stabilizza, even-
tualmente, soltanto un numero pari di gradi di instabilité.

3. Corne caso particolare poniamo che sia semplicemente :

2+pf - 0)*\ = p{M —O)2 p > 0.

Si verifica certamente la circostanza del massimo effettiro in 0
del potenziale Ur qualora p sia minore del più piccolo dei valori

assoluti dei coefücienti di diiatazione di . G2.

Nel caso particolare di n = 2y allorquando cioè lo spazio delle
configurassions è il piano ordinario, Pass?aie girostatica G è neces-
saridmente della forma G = 2m dove i è l'operatore che, nel piano

delle configurazioni, fa ruotare i yettori di ^ nel senso levogiro.

(£) Uû'omografia è di rango r se r è il numero delle sue direzioni nulle
linearmente indipendenti.

(2) Cfr. M. MANARINI, loc. cit.
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Ciö comporta che il sistema di assi ruotanti (al quale secondo iâ
teoria précédente si deye riferire il moto del sistema meccanico)
ha, rispetto al sistema di riferimento fisso, per velocità angolare e*>.
In questo caso è G2 — — 4w2 e quindi per assicurare la stabilizza-
zione dello stato di equiliJbrio in 0 basta dispori-e dei termine gi-
rostatico in modo che sia :

IH > Vp,
conformemente al risultato del LEVI-CIVITA (').

Tornando al caso generale, osserviamo che allorquando si consi-
deri un sistema con n gradi di libertà, mediante V assiale girostatica Gr
non possono venire eliminati i gradi di instabilità relativi allo
spazio Sr, per 0, delle direzioni nulle di G. Se il numero dei gradi
di libertà è dispari, e qnindi è dispari ü numero delle dimensioni
dello spazio Sn delle configurazioni, 1' assiale girostatica G è sempre
dégénère; onde nella circostanza précédente non è possibile, per
mezzo di azioni girostatiche, eliminare un numero dispari di gradi
di instabilità; si puö invece eventualmente ottenere una stabilità
parziale nello spazio Sn—r che non contiene direzioni nulle di 6r.

In üno spazio S„, con un numero pari di dimensioni, 1' assiale
girostatica G puö essere anche non dégénère e quindi, sempre nella
circostanza di cui sopra, non è esclusa la possibilité di ottenere,
mediante G, la stabiiita compléta del sistema meccanico in 0.

Osserviamo che, in generale, V(n — 2)-vettore dell' assiale giro»
statica G, posto che questa sia di rango r, si potrà scomporre nella
somma di n — r (n — 2)-vettori semplici ; e quindi la rotazione con-
siderata si potrà decomporre nella somma di n — r rotazioni in
iperpiani di Sn. Si tratterebbe di indagare come puö essere espli-
cata T azione di stabilizzazione di equiïibrio di ognuna di queste
rotazioni per ie quaii probabilmente si possono considerare forze
di tipo più generale di quelle considerate in questo lavoro.

Nel caso di n = 3 non esistono che bivettori semplici di rango
r = 1. Ke consegue che la rotazione del sistema di riferimento, ov-
viamente, non puö avvenire che intorno ad un asse. In questo caso
Ie forze che sollecitano il sistema meccanico potrebbero essere rap-
presentate in S3 da una somma di forze centrali coi centri disposti
lungof 1' asse di rotazione. Nel caso di n = 4 1' assiale girostatica G
puö essere anche non dégénère; e in questo caso si potrà disporre
di tutti e quattro i coefficienti di rotazione di G2 per studiare il
modo di rendere massimo il potenziale Ur in 0 onde ottenere la
stabilità compléta dello stato di equiïibrio in 0.

(4) Loc. cit., pag. 491.


