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Sopra due notevoli formule di Gaicolo yettoriale.

Nota Hi TOMMASO BOGGKCO (a Torino).

Sant®. • Viene data una dimostrazione nuova, semplieissima, délia formula
che esprime la propriété distributiva del prodotto vettoriale, e viene
eompletata una dimostrasione, nota, délia formula che esprime il doppto
prodotto vettoriale.

Se a, 6S e sono tre vettori arbitrari, sussiste 1'importante formula:

(1) (fl + 6 ) A c = a / \ c + 6 A c ,

clxe esprime la propriété distributiva del prodotto vettoriale*
La dimostrazione che esporremo, riduce questa proprietà a quella

aualoga per il prodotto scalare dei vettori, la cui dimostrazione,
come si sa, è as s ai semplice.

Sia perciö & un vettore qualunque, e osserviamo che per una

nota proprietà del prodotto misto di 3 vettori, si ha:

(a -f- b) /\ c x d — (a + b) X c /\ d = (a -+- b) X (c f\ d) ;

per la proprietà distributiva del prodotto dei vettori risulta:
{a-hb)x(c /\ d)=zax{c /\ d) + bx{c /\ d),

cioè
(a + b)/\cxd — af\cxd + b /\ c X d,

e per l 'arbitrarietà del vettore d si conclude la (1).

(l6) Con indici in basso si indicano derivate parziali prime rispetto ad
xi> X2i ^3j ï»4 [00BÏ ad es. fL — —). La condissione è senz'altro soddisfattaV oxrf
nei punti multipli della Jacobiana. Altre condizioni (in generale) equiva-
lenti si hanno sostituendo al déterminante (4) detez^minanti analoghi.
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Un'al tra relazione molto notevole è la seguente:

(2) (a/\b)/\czz=axc-b—hXc»a,

che è chiamata la formula del doppio prodotio vettoriale.
Taie formula è dimostrata da alcunï autori (BURALI-FORTI, BTTR-

GATTI) (*) con un ragionamento che mi pare non del tutto esau-
riente, perciö qui aggiungerö alcune considerazioni per completarlo.

Osserviamo che il vettore (a /\b) /\ e è evidenteinente normale
al vettore a f\b (oltre che al vettore c), perciö è coniplanare coi
vettori a e b„ onde si puö scrivere :

(a) (a A b) A e = xa •+. yb,

ove x, y söno opportuni numeri reali; per trovare a;, y moltipli-
chiamo scalarmente la (*) per il vettore c e avremo:

alla quale si soddisfa ponendo :

y = na ̂  e, x = — fob Xc?

ove h è un numero reale arbitrario; sostituendo nella (a) si ottiene:

A questo punto BURALI-JTORTI soggiunge « h non puö esser
funzione di as b, c perché tnnto il 1° che il secoüdo membro della (p)
sono funzioni lineari di ciascuno di tali vettori; h deve essere una
costante assoluta » ; e BUBGATTI, più concisamente, serive «h è un
numero indipendente dai vettori (per ragioni d'omogeneità) ».

Ora ciö non è sufficiente per concludere che h non dipende da
a, 6, c.

Per stabilire questa proprieta, invece di h scriviamo ft(a, b, c)
per mettere in vista 1' eventuale dipendenza di h dai vettori a, h, c
e cosl avremo :

(« A h) A c = H&i ̂ J c)(a X c • b — b X c • a),

da oui, moltiplicando scalarmente per un vettore arbitrario d :

(Y (a / \ f t ) / \ c x « = /i(a, 6, c)(a X c - ô x ^ — ö x c - a x ^ ) ;

(*) C. BÜRALI-^FORTI, Elementi di Galcoïo vettoriale, pag. 118 («Enciclo-
pedia delle Matematiche elementari »; vol. II, parte 2a; Milano, a. 1938);
P. BURGATTI, Mlementi di Calcolo vettoriale e omografico, pag. 18 (Manuaïi
Hoepli; Mïlano, a. 1937),
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-ï*a~ hinnli, « * ~ ̂  fi ~* ombiando poi i segni, si lia:

c - 6 X ^ — ö X c • « X

o*îf*e h(f« e) — J4f̂  ?>, f̂ , perciö ia fanzione h è indipen'dente dal
vettore e e poô qi?mrli indicarsi semplicémente con h(a, 6), in guisa
che Ia h{\ puö scriversi :

(a A d) A « X <* = (̂»i &)(̂  Xc«6xrf — ftxcoxd);

scambiando a con c e 6 con <$ si ba:

( c A ^ ) A « X & - h{c, d){a XC'bxd — bXC'aXd),

e poichè i primi membri di queste due eguaglianze sono eguali,
ne r iene h(a, b) = fe(c^ d), perciö la, h è indipendente pure dai vet-
tori m e &, onde ^ è un numéro fisso.

lyev trovare h si suppongano i y et tori a, b unitari e orfcogonali
fra 1OJ*Ô  poi supponiamo cz=za9 dz=zb, e avremo dalla (y):

(a A ô)8 = fe, onde h = 1,

perciö la i ,) risulta i den tic a alla (2).
La H ^ v s i t t t Tooi :

t oni


