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Sul caso cremoniano delle trasformazioni puntuali
fra due piani o spazi.

Nota di MarIo ViLLa e Guipo Vaona (a Bologna).

Sunte. - Si pone dapprima sotto nuova forma la condizione necessaria e
sufficiente perché una trasformazione puntuale fra due piani si possa
osculare, in una coppia a Jacobiano nullo; con una trasformazione cre-
moniana. Si determinano por analoghe condizioni per uwna trasforma-
zione puntuale fra due Sg.

1. I’intorno di una trasformazione cremoniana generica fra due
spazi lineari S,,\ (r > 1), in una coppia regolare di punti corrispon-
denti (cioé a Jacobiano non nullo),  generico. Una traslormazione
puntuale, in una coppia regolare di punti corrispondenti, si pud
infatti sempre approssimare fino ad un intorno d’ordine qualunque
con una ftrasformazione cremoniana (!). Invece gid I'intorno del
2° ordine di una trasformazione cremoniana in una coppia a Jaco-
biano nullo & sempre particolare. Affinché una trasformazione
puntuale sia approssimabile, fino all’intorno del 2° ordine di una
coppia a Jacobiano nullo. con una trasformazione cremoniana, oc-
corre cio® che soddisfi ad una particolare condizione (che presenti
il caso cremoniano).

Per le trasformazioni puntuali fra due piani tale condizione &

(*) Per I’intorno del 2° ordine e r qualunque: ViLLa, Le trasformazioni
puntuali fra due spaezi lineari. Nota III, « Rend. dell’Ace. dei Lincei »,
ser, VIII, vol. I'V, p. 295 (1948). Per I’intorno del 3° ordine e r —=2: Bom-
PIANI, Fasci di elementi differenziali nel piano proiettivo, < Rend. di Ma-
tematica », ser. V, vol. VII, p. 124 (1948). Sulla necessita di dare una di-
mostrazione, per un intorno d’ordine qualunque, insistette in varie occasioni
M. ViLra (ad es. a Pisa, III Congresso dell’U. M. I., 1948). La dimostra-
zione venne data per r =2 da B. SEGRE (Corrispondenze analitiche e tra-
sformazioni cremoniane, « Annali di Matematica », ser. IV, vol. XXVIII,
p. 105, 1950) e per r qualunque da C. F. MANARA (Approssimazione delle
trasformasgioni puntuali regolari mediante trasformazioni crembniane,
« Rend. dell’Acc. dei Lincei », ser. VII, vol. VIII, 1950).
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gia stata determinata (*) e ad essa si pud ou ve Gt i4 OTuid 8-
guente (n. 2):

Condizione mecessaria e sufficiente affincin: 7« . FOs1GrLIE~1 28
puntuale fra due piani sia approssimabile. fine ¢ ' eoino el 2> ¢r-
dine di una coppia (O, O') a Jacobiarno 1wulio (O po%:0 semplice tfi
Jacobiana), con una trasformazione cremonianw ¢ the @ tws . € (v
spondenti alle vette per O’ abbiano in O lo stesso H, (si v .+, %0 O

Per le trasformazioni puntuali fra due spazi ciduise.s ~3 ha v
risultato analogo (n. 3):

Condizione necessaria e sufficiente affinche una fros® - %
puntuale fra due S, sia approssimabilc, 140 i wives: ce .
dine di una coppia (O, O} a Jacobiano wnulic {0 penro s« mplice  iu
Jacobiana), con una trasformazione crewioniune & che le supes fiee
corrispondenti ai piani per O abbiano w1 comitne un eiemenio b,
di centro O (3).

Questa condizione equivale alla seguente (i 4;:

Condizione necessaria e suffictenie affinche wac irasformazione
puniuale fra due S; sia approssimabiie, fino atl wicino del 2¢ oy-
dwme di una coppia {O, C'} a Jucovrusw awiio (O punto semplice uelia
Jacobiana), con una lrasformazone cremoniana & che la retta sia-
zionaria per O sia 1w tangente alla Jacobiana.

Nel n. 5 si richiamano (*) certe condizioni analitiche per l'oima-
loidicita ¢i un sistema lineare di superficie algebriche di S; che
sono soltanto necessarie ma che non appaiono troppo lontane daila
sufficienza. Sulla determinazione delle condizioni anantiche neles.
sarie e sufficienti per I’omaloidicitd di un sisfema limeaie di iper-
superficie algebriche di S, si ritornera in altro lavoro.

2. Fra i piani proiettivi =, = si consideri una trasicrmazione
puntuale T e sia (O, 0') una coppia di punti corrispondenti a Ja-
cobiano nullo (O punto semplice deila curva Jacobiana di =). Si ha:

(3) Tale condizione & la seguente: Condiziore necessaria e sufficiente aj-
finche una trasformazione puntuale fra due pirani sta approssiincbile. finn
all mtorno del 2° ordine Jv una coppra (O, O') a Jacobiano autlo, con vna
trasformazione cremoniana € che U'E, stazionorio in G appartenga aliv
Jacobiana. Si veda: ViLLA, Sulle trasformazion: puntuali ii wna coppic
a Jacobrano nullo mel caso cremoniano, « Rend. dell’ sce. dei Liwwvei
ser. VIIIL, vol. IX, p. 136 (1947).

(3) La condizione esposta in VILLA e SANGERMANC (Condiz ¢or vyumche
una trasformazione puniuncle fra due Sg, 1w una coppie a Jawow. v e nutlo,
swa oscuiabile con una irasformazione crewmointanc, « Juesto polied ne ».
ser. 111, vol. 1V, p. 23. 1949) va sostituita con quelia attuale.

(*) Si veda: ViLLA e SANGERMaNO, op. cit. nella (3), p. 29
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Condizione mecessaria e sufficiente affinche la trasformazione T
sta approssimabile, fino all’ intorno del 2° ordine di (O, O), mediante
una trasformazione cremoniana & che le curve corm\p‘ondenti alle
rette per O' abbiano in O uno stesso B, (si osculino in O).

La trasformazione T, nell’intorno della coppia (0, O’), con op-
portana scelta dei riferimenti proiettivi in =, =’ (°), si pud rappre-
sentare con sviluppi del tipo

' = aw + 0,2 + 24,2y + ay,y° + [3]

Yy = b, @ + 2by,2y + byy* + [3]

v

Ad una retta generica per O, ' = ky’, corrisponde una curva
contenente I’ f, di cenftro O di equazione

ax = (kbyy — ay,)y*

Condizione necessaria e sufficiente affinché questo E, sia indipen-
dente dalla retta x' = ky’' considerata & che sia

by, = 0.

D’altra parte questa & condizione necessaria sufficiente affinche
VB, stazionario (x =10) appartenga alla tangente alla Jacobiana
(0,,X + b,y = 0). Segue I’asserto (%).

3. Per le trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari §,, S,
sussiste il teorema analogo:

- Condizione mecessaria e sufficiente affinché una trasformazione
puntuale T fra due S, sia approssimabile, fino all’ intorno del 2° or-
dine in una coppia (O, O') a Jacobiano nullo (O punto semplice della
Jacobiana), con una trasformazione cremoniana & che le superficie
corrispondenti ai piani per O’ abbiano in comune un elemento E,
di centro O.

La coudizione & mecessaria. Si supponga infatti che esista una
trasformazione cremoniana T che oscula la trasformazione T nella
coppia (0, O) a Jacobiano nullo. Sia | F'| il sistema omaloidico di
superficie di S; corrispondenti, in 7,, ai piani di S;. Come & ben
noto, le superficie di |F | passanti per un punto semplice P della
Jacobiana di T, hanno una tangente comune. Questa circostanza,
essendo | F'| omaloidico, si pud presentare solo se tali superficie hanno

() Basta assumere in =, n’ riferimenti proiettivi con le originiin Qe 0,
I’asse y di = coincidente colla retta stazionaria e 1'asse x' di =’ colla retta
fissa (Bomp1aNI1, Corrispondenza puniuale fra piani proiettivi: esame delle
Jacobiane, « Memorie dell’ Acc. @’ Italia », vol. XIV, p. 11, 1943).

(¢) Si veda la (%).
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una curva o una superficie in comune, passante per P (7). Segue
che le superficie per O, corrispondenti in 7 ai piani per 0’ (su
perficie di | F'| passanti per O) hanno in comune necessariamente
almeno una curva y. Siccome T, oscula T in (0, 0'), le superficie
corrispondenti in T ai piani per 0’ dovranno necessariamente con.
tenere I’E, di y di ceniro O (3).

La condizione & sufficiente. Una trasformazione puntuale T fra
Sy(x, ¥, 2), S;'@’s o, 2) nell’intorno di una coppia (0, 0') a Jaco.
biano nullo e di caratterisiica 2 (%), si pud, in generale, rappresen-
tare con sviluppi del tipo

' = x + 2a,,xy + 20,22 + 2a,,y2 + a3,2° + [3]
(1) Y =y + 2b,xy + b,z + b,z + b2t + [3]
2 = e,y + 2¢,302 + 2,42 + 2% -+ 3],

dove
20,5 + 200, + 205, + @33 =0

2b,, + 2b,; + 2by; + by, =0
2¢,, + 20,5 + 2¢y + ¢;, = 0.

Occorre per cid fissare in §,;, §'; riferimnenti proieftivi colle origini
in O, 0’ e assumere opportunamente gli assi x, y, #z e la retta
x=y—2 di §,, gli assi &', y' e la retta ' —y ' =2'=0 di
ed infine il piano improprio di S; (*).

Imponendo a T di soddisfare alla condizione enunciata si ha

2) c;; = 0.

’4\.
9

Si pud ancora scegliere intrinsecamente ’asse 2" di S;’ (*!), assu-
mendo come asse 2  la retta intersezione dei due piani passanti

(") Si veda ad es.: L. GOpEAUX, Les {ransformations burationnelles de
I’espace, « Mémorial des Sc. Math. ». fasc. LXVII, pp. 7-8, Paris (1934)

(%) Si ba anche: Condizione necessaria affinché una trasformazione pun-
tuale 7 fra due S; sia approssimabile, fino all’intorno di ordine s> 1
di una coppia (0, 0') a Jacobiano nullo (O semplice per la Jacobiana), con
una trasformazione cremoniana & che le superficie corrispondenti ai ‘piani
per O’ abbiano in comune un elemento E; di centio O.

(®) Se O & semplice per la Jacobiana la caratteristica ® esattamente 2;
non pud essere < 2 in quanto, in tale ipotesi, 0 & almeno doppio per la
Jacobiana. -

(1) Siveda: ViLLa e VAONA, Le trasformazions puntuali in una coppia
a Jacobiano nullo I. Intorno del 2° ordine, < Rend. dell’ Ace. dei Lincei »,
ser. VIII, vol. IV, p. 184 (1949).

(1) Nel caso attualo non s1 pud scegliere I’asse z' nel modo indicato nel
lav. cit. in (*9) poiclr Ta reita che ivi si sceglie come asse &' apparticne
ora al piano x'y’



52 MARIO VILLA E GUIDO VAONA
per gli assi «, ¢ rispettivamente, ai quali corrispondono in §;
superficie aventi in O punto parabolico. Segue

gy —=b,, = 0.
23 13

Colla scelta fatta dei riferimenti, le equuzioni di T si possono
scrivere
x' =+ auey + awz — (0, + ayje° + [3]
Y ==y + baxy + byyz — (b, + 5,2 + {3]
2= oy + o — (o + Gye + (3],
le a, b, ¢ costanti (*?).
Si consideri ora la trasformazione T; di equazioni

.4, , B, . A B, +1c,4,B,— (¢, + ¢,)4,B |z
(3) w‘—z;i y-B—;’ Z = Asz )
dove
A =z —(a, + a,)2’, A, =1—ay— a,

B, =y — (b, + b,)2? B,=—=1—bx— by
La T, approssima T fino all’ intorno del 2° di (O, O') ed & inolire

birazionale poiche dalle (3) si deducono immediatamente le inverse

%, 85 -+ 8 (8, + o,8)) . Bi8y" 4 8,(3,8; + B40)) _ 3
X == 3.7 ;Y= N ’ 2—5—7
VO YO )

dove

=" —axy, o=abxy —ax, a,==a +0a,— a,(db + b,
b=y —bxy, Py=abx'y’ —Dby, B;=>b + b, — bla, +a)y,
y=1—abxy, 3=4¢—cay, 8, = ¢,x’ — (¢, + ¢ly’ ().

Il teorema & cosi dimestrato.

4. Al teorema del u. 3 si pud dare anche la forma seguente:
Condizione necessaria e sufficiente affinché una trasformazione
puntucle T fra due S; sia approssimabile, fino all’iniorno del 2°

(¥) Notiamo, incidentalmenie, che nel caso attuale (caso cremoniano) 1
possiede cinque rette caratteristiche uscenti da O anzichd sei, come si ha
nel caso generale di una coppia (0, 0'y a Jacobiano nullo di caratteristica 2
(si veda op. cit. nella (19), p. 187). Qui una di esse coincide colla retta sta-
zionaria come appare dalle equazioni delle rette caratteristiche stesse

o[bxy + byyz — (b, + b3)e?] — yla,0y + ayxz — (@ + ay)2?] =0,
e Xy + ez — (¢, + €3 yz2=0.
(*3) La trasformazione T & del 4° ordine e la sua inversa del 5° Il si-

stema omaloidico di S3 ha come eloementi vase: la retta impropria del
}iano xy (doppia e di contatto), la retta impropria del piano di equazione

e (@y -+ G} — ay(by + br)ey ¢}y - [aey (04 + by) + ¢1(a,b;, — @,h,)]e =0,
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ordine di una coppic (O, O) a Jacobiano nullo (O punto semplice
della Jacobiama), con una trasformazione cremoniana & che la retia
stazionaria per O sia ivi tangente alla Jacobiana.

Infatti perche la retta stazionaria (xr — y ==0) della trasforma-
zione I rappresentata dalle (i}, appartenga al piano tangente alla
Jacobiana (¢;;@ + €,y + €3, 2 =0) occorre e basta che sia

€y = 0.

Ma cid, per la (2), & condizione necessaria e sufficiente perche le
superficie corrispondenti, in 7, ai piani per O’ abbiano in comune
un elemento E, di centro 0. Dal teorema del n. 3 segue dunque
il teorema enunciato.

5. Dal n. 3 segue:

Condizione necessaria affinché un sistema lineare oo di super-
ficie algebriche dell’ S, (d’ordine > 1), a Jacobiana mnon indetermi-
nata, sia omoloidico & che, in ogni punto P semplice della super-
ficie Jacobiana, le superficie del sistema passanti per P abbiano
uwn B, in comune di centro P.

8i ha pure (u. 4) (*):

Condizione necessaria affinché un sistema lineare oo® di super-
ficie algebriche dell’ S; (d’ ordwme > 1), a Jacobiana non indeternii-
nata, sia omcloidico & che, in ogni punto P semplice della super-
ficie Juacobiana del sistema, la retta stagionaria per P appartenga
al piano ivi tangente alla Jacobiana.

Si ha infine ('%):

Dati quattro polinomi £, o, ¥, y, omogenei e dello stesso grado
r > 1 nelle variabili x,, x,, X;, X,, linearmente indipendenti, a Jaco-
biano J nown identicamente nullo, condizione necessaria affinché la
trasformazione y, —f, y, =9, y; =194, y, =y sia cremoniana & che

le coniche vy, v, di equazioni A4, =4,=0, B;—= B, =0. La Jacobiana
di S; @ composta: dal piano improprio (contato tre volte), dai piani di equa-
zioni 4, =0, B,=0, dalla superficie rigata del 4° ordine di equazione
A,B, = ab,4,B; (luogo delle rette che si appoggianc alle coniche v,, v,
e alla retta impropria del piano xy) ed infine dalla superficie cubica
di equazione c,4,B,= (¢, + ¢;)4,B,. Su quest'ultima componente della
Jacobiana giace il punto 0.

(*Y) Questo risultato trovasi gid in: VILLA e SANGERMANO, op. cit 1n ),
p. 29.

(**) Anche questo risultato trovasi in: VILLA e SANGERMANO, op. cit. 1n (7).
p. 29,
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il polinomio
fe.—¢fi  feo—ofy  foa—ha
(4) f‘{’l"‘ ‘Wl fi"z—‘“‘fz f‘!’a_‘%’fl
J, J, Js

sia divisibile per J oppure sia identicamente nullo (*%).



