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Sul easo cremoniano del Ie trasformazioni pnntuali
fra due piani o spazi.

Nota di MARIO VILLA e G-trir>o VAONA (a Bologna).

Santo. • Si potte dapprima sotto nuova forma la condizione necessaria e
sufficiente perché una trasformazione puntuale fra due piani si po$sa
osculare, in una coppia a Jacobiano nullo) ton una trasformazione cre~
moniana. Si determinano pot analoghe condizioni per una trasforma-
Hone puntuale fra due S3.

1. 1/intorno ai una trasformazione cremoniana generica fra due
spazi lineari Sr (r > 1), in una coppia regolare di punti corrispon-
denti (cioè a Jacobiano non nulio), è generico. Una tras for mazione
puntuaïe, in una coppia regolare di punti corrispondenti, si pu6
infatti sempre approssimare fino ad un intorno d'ordine qualunque
con una trasformazione cremoniana (1). Invece già 1'intorno del
2° ordine di una trasformazione cremoniana in una coppia a Jaco-
biano nuïlo è sempre particolare. Affinchè una trasformazione
puntuale sia approssimabile, fino all'intorno del 2° ordine di una
coppia a Jacobiano nullo. con una trasformazione cremoniana, oc-
corre cioè che soddisfi ad una particolare condizione (che presenti
il caso cremoniano).

Per Ie trasformazioni puntuali fra due piani tale condizione è

(') Per 1'intorno del 2° ordine e r qualunque: VILLA, Le trasformazioni
puntuali fra due spazi lineari. I^ota III , « Bend. dell'Aec. dei liincei »,
ser. Vr i l , vol. IV, p. 295 (1948). Per 1'intorno del 3° ordine e r ~ 2 : BOM-
PXANI, Fasci di elementi differenziali nel piano proiettivo, « Rend, di Ma-
tematica », ser. V, vol. VII, p. 124 (1948). Sulla nécessita di dare una di-
raostrazione, per un intorno d'ordine qualunque, insistette in varie occasioni
M. VILLA (ad es. a Pisa, I I I Congresso delPU. M. L, 1948). La dimostra-
zione venne data per r = 2 da B. SEGRE (Corrispondenze analittche e tra-
sformazioni crenioniane, « Annali di Matematica », ser. IV, vol. XXVIII,
p. 105, 1950) e per r qualunque da C. F. MANARA (Approssimazione délie
trasformazioni puntuali regolari mediante trasformazioni crem6niane,
* Rend. dell'Aoc. dei Lincei », ser. VII, vol, VIII, 1950).
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già stafca determinata (2) e ad essa si puo au wc <udi* ƒ a or^ua se*
guente (n. 2) :

Conditionne necessaria e suffidente affinent 1 *« ^ **($&]<>¥uw*w ie
puntuaïe fra due piani sia approssimabile. fwto c "f rdorno del $'* ba-
dine di tina coppia (O, O') a Jacóbiano mtlïo (O pa, %t,o s^mpïi^e af h *
Jacobiana), con una trasformazione cremoniana c die 1 tuj^e a ar,
spondenii alle relie per O' abbiano in O lo siesso E ? (s? o ^* « MQ m O

Per Ie trasforniaziom puntuali fra due ispazi oianî^^i si \& un
risuitato analogo (n. 3):

Condizione necessaria e suffidente affinchè una fro^1 \ » " AI
puntuaïe fra due S3 sia approssimabüc, /*,*o c-Ai'tnioft" f>6*
dine di una coppia {O, O') a Jacóbiano nulle (AJ pmi*o hk mphce *'<*
Jacobiana), con una trasformazione cremomwHU è dn Ie suptiftu
corrispondenti ai piani per O' abbiano tv comi*ne nn e lemen lo tó2

di centro O (3).
Questa condizione équivale alla seguente (n 4):
Condizione necessaria, e suffictente affinche uaa ïrasformasione

puniuale fra due S3 sia approsst^ahile, fino aU trJotno del 2° or-
dine di una coppia (O, O') a Jacobtano nullo (O pnnto remplies ileVa
Jacóbiana), con una trüsjorwia&^one cremomana è cke la reita sia-
sionaria per O sia w% tangente alla Jacobiana.

Nel n. 5 ei ricMama.no (4) certe condizioni analiticlie per l'orna-
loidieità di un sisteina lineare di superficie algebricîie di $3 clie
sono soltajito necessaiïe ma ehe non appaiono troppo lontane daila
sufficienza. Sulla determiüazione delle condizionï anaiitlclie ïieo^^-
sarie e sufficienti per F omaloidicità di un sistema lineaie di ipcr-
superficie aîgebrîche di Sr si ritornera in altro

2. Fra i piani proiettiTi ir, x' si coiïbidex'i una trdstormassione
puniuale T e sia (O, O') una coppia di punti corrispondenti a Ja-
cóbiano nullo (O puiito sempiice delia curva Jacobiana di TT). Si ha:

(2) Tale coiidizione è la se^aente: Condiztone necessaria e sufftoienie af-
finche una trasformazione puntuaïe fra due piani sta approsstmahtle, f In o
alVtntorno del 2° ordine d% una coppta (O, O') a Jacóbiano ,iuilo, coa tma
trasformaztone cremoniana è che Ï'B4 smeionano in O apparten qa al ta
Jacobiana, Si veda : YihhA, Sulle trasformastoni puntuah in una coppia
a Jacobtano nullo nel caso cremoniano, « Rend. dell'Aec. tiei LfLuM*i
ser. VTII, vol. I I , p. 136 (J947).

(3) lia condizione esposta in YILLA e S^NGBRMAÏVO iCondia ô *3 u a „neb e

una trasforma&ione pimfuale fra due S8, m una coppia a Jacoc^ */ o »iullo^
sia Obtulabile con una Irasformagione cretriotitaha, « Questo t$ullc«£'no ».
ser. III , vol. IV, p. 23. 1949) va sostituita con quella attudle.

(4) Si v e d a : V I L L A e SANGERMANO, op. cit. nel la (d), p . t29
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Condizione necessaria e suffîciente affinchè la trasformazione T
sia approssimabiie, fino alViniorno del 2° ordine di (O, O'), mediante
una trasformazione cremoniana è che le curve corrispondenti alle
relie per G' abbiano in O uno stesso E2 (si osculino in O).

La trasformazione T, nell'intorno délia coppia (0, Ö'), con op*
portana scelta dei riferimenti proiettivi in •*, u' (5), si puö rappre»
sentare con sviluppi del tipo

x' = ax -+- a n x 2 -H 2a12#t/ H

y' = bïXx* -4- 26lta5«/ + hiV* -H [3].

Ad una retta generica per 0', x =pky', corrisponde una curva
contenente V Et di centro 0 di equazione

ax = (&64, — a„)t/*.

Condizione necessaria e sufficiente affinchè questo E% sia indipen-
dente dalla retta x'-=.hy' coosiderata è che sia

b,t = 0.

D'altra parte questa è condizione necessaria sufficiente affinchè
TE, stazionario (x = 0) appartenga alla tangente alla Jacobiana
(olâx -+- b22y = 0). Segue Fasserto (6).

3. Per le trasformassioni puntuali fra due spazi ordinari S^ *S3

sussiste il teorema analogo:
- Condizione necessaria e sufficiente affinchè una trasformazione

purduale T fra due S3 sia approssimabile, fino alViniorno del 2° or-
dine in una coppia (Ö, O') a Jacobiano nullo (O punto semplice délia
Jacobiana), con una trasformazione cremoniana è che le superficie
corrispondenti ai piani per O' abbiano in comune un elemento E2

di centro O.
La coodizione è necessaria. Si supponga infatti che esista una

trasformazione cremoniana To che oscula la trasformazione T nella
coppia (0, 0') a Jacobiano nullo. Sia \F\ il sistyma omaloidico di
superficie di S3 corrispondenti, in 1OJ ai piani di Sg'. Corne è beu
noto, le superficie di |_F| passanti per un punto sempiice P délia
Jacobiana di To hanno uua tangente comune. Questa circostanza,
essendo | F\ omaloidico, si puö presentare solo se tali superficie hanno

(5) Bas t a a ssumere in TC, n' r i fer iment i proiet t ivi eon le origini in O e O',
1' asse y d i n coincidente colla re t ta stasionaria e l ' asse x' di TZ' colla re t ta
fîssa (BOMPTANÏ , Corrispondensa puniuale fra piani proieftivi: esame délie
Jacobiane, « Memorie dell ' Ace. d ' I t a l i a », vol. X I V , p. 11, 1943).

(6) Si v e d a la (2).
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una curva o una superficie iu eomune, passante per P (7). Segue
che le superficie per 0, corrispondenti in To ai piani per 0' (su
perficie di | F \ passanti per 0) hanno in comune neeessariamentô
al men o una curva y- Siccome To oscula T in (0, 0'}, le superficie
corrispoïidenti in T ai piani per 0f dovranno necessariameute con-
tenere V Et di y di centro 0 (*\.

La condizione è sufficiente. Una trasformazione puntuale T fra
S8te t/, «), Sz'{x\ y\ z') .nelFintorno di una coppia (0, G') a Jaco-
biano nuilo e di caratterisiica 2 (9), si puö, in generale, rappresen-
tare con sviluppi del tipo

(1) y' = i/ -+• 26,^1/ + 26l3x0 -+- 2523|/0 -+- &wsl -+- [3]

zf ~ %citxy -4- 2c13x-0 -f- 2cnyz -+- C3301 -f- [3],
dove

2alS -*- 2a13 -+- 2a2, -4- a33 = 0

2&,, -4~ 26,, -+- 2è,2 -»- 6 „ = 0
is 1 s Zs w o3

2clg -4- 2c,g H- 2cg3 -«- c33 = 0.

Öecorre per eiö fissare in JS3, S\ riferitnenti proiettivi colle origini
in 0, 0' e assumere opportunamente gli assi x, y, z e la retta
x~y = z di &3, gli assi x\ yf e la retta x' — y'—zf = O di Sf^
ed infine il piano iinproprio di S$ (i(>).

Imponendo a T di soddisfare alla condizione enunciata si ha

(2) c33 •= 0.

Si puö ancora scegliere intrinsecamente Tasse z' di S8 ' (n), assu-
mendo coine asse z' la retta iutersezione dei due piani passanti

(7) Si veda ad es . : L. GODEAUX, Les transformations birationnelles de
t'espace, «Mémorial des Se. Math. ». fase. L X V I I , pp. 7-8, Par is (1934)

(8i Si ha anche: Condizione necessaria affinchè una trasformazione pun-
tuale T fra due S% sia approssimabile, fino al l ' intorno di ordine s > l
di una coppia (0, 0') a Jacobiano nullo (0 semplice per la Jacobiana), con
una trasformazione cremoniana è che le superficie corrispondenti aï ^ ianl
per 0' abbiano in comune un elemento Es di centie 0.

(9) Se 0 è semplice per la Jacobiana la caratteristica è esattamente 2 ;
non puö essere < 2 in quanto, in taie ipotesi, 0 è almeno doppio per la
Jacobiana. **"

(10) Si v e d a : V I L L A e V A O N A , Le trasformazioni puntuali %n una coppia
a Jacobiano nullo I , Intorno del 2" ordine, « Rend. deU'Acc. dei Lincel »,
ser. V I I I , vol . I V , p. 384 (1949).

(11) ÜS"el caso at tualo non si puö scegliere Tasse z' nel modo indicato neî
lav. cit. in (i0) poicl» H ieUa che ivi si sceglie corne asse e' appar t iene
ora al piano x'y'
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per gli assi x\ y' rispettiraîiiente, ai qualî corrispondono in £3

superficie avenu m 0 punto parabolico. Segue

a£3 = 6l3 = 0.

Colla scelta fatta dei riferhnenti, le equazioni di T si possono
« cri v ere

x' = x -+- alxy 4- atx& — (ax -t- at)z* H- [3]
y' — y -+- M # •+• h%yz — (&! -+- **tex -+- [3]

0 ' z= CiOSt/ •+• CtXB — (C2 H- C,)î/8 H- [3],

le a4 b, c có^tanti (").
Si consideri or a la trasformaziotie TQ di equazioni

(à) v - T 2 , y=Bl> * ^ — -JQ&- ,

d o r e

Bi = ?; — (6j H- 6g)3
2, E s — 1 — 6 ^ — b2z.

La To approssima T /mo alV intorno del 2° di (O, O') eöf è inoltre
birazionale poiciiè daïle (3) si deducono immediatamente Ie inverse

dove

a, = i?;' — axx'y\ v^—aybixy' — ata;', a8 =a1 -f-a2 — ̂ i(^i •+• 6,)i»'j

Y = l — a&x'y', 84=0' — Cjojy, S2 = c ^ ' — (ct -f- ct)y' (").

Il teorema è cosi dimostrato.

4. Al teorema del xx. 3 si puö ctare anche la forma seguente:
Condizione necessaria e sufficiente affinchè una tras for mazione

puntuale T fra due S3 sia approssimaöile, fino alVintortto del 2°

(l2) JS'otiamOj incidentalmente, ehe nel caso attaale (caso cremoniano) i
possiede cinque rette caratteristiche uscenfci da O anzichè sei? come si ha
nel caso generale di una coppia (O, O') SL Jaeobiano nulîo di earatteristiea 2
(si veda op. cit. nella (l0), p. 187). Qui una di esse coincide colla retta sta-
ssionaria come appare dalle equazioni delle rette caratteristiche stesse

x[bLxy -h b.2ys — (bt -h b^B2] — y\atxy -h a%xz — (at ~h a2)z*] — 0,
(et -h c2 y& = 0.

(l3) Ija trasformazione 'TQ è dei i° ordme e la sua inversa del 5°. II -si-
&tema oniaioidico di S% ha come eiementi oase: la. retta inapropria del
}Aano xy (doppia e di contatto), la retta impropria del piano di equazione
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ordine di una coppia (Q, O') a Jacobiano nullo (O punto semplice
délia Jacobiana), con una trasformazione cremoniana è che la retta
stazionaria per O sia ivi tangente alla Jacobiana.

Infatti perché la retta stazionaria (x — y — 0) della trasforma-
zione T rappresentata dallf* (i), appartenga al piano tangente alla
Jacobiana (cnx +- c13y -+- c33 z = ö) occorre e basta che sia

e M = 0 .

Ma ciö, per la (2), è condizione necessaria e sufficiente perché le
superficie corrispondenti, in T, ai piani per O' abbiano in comune
un elemento E% &i centro O. Dal teorema del n. 3 segue dunque
il teorema enunciato.

5, Dal n. 3 segue :
Condizione necessaria affinchè un sistema lineare oo3 di super-

ficie algebriche delV S3 (d' ordine > 1), a Jacobiana non indetermi-
nata, sia omoloidico e che, in ogni punto P semplice della super-
ficie Jacobiana, le superficie del sistema passanti per P abbiano
un Es in comune di centro P.

Si ha pure (n. 4) H :
Condizione necessaria affinchè un sistema lineare oo3 di super-

ficie algebriche delV S3 (d} ordme > 1), a Jacobiana non indetermi-
nafa, sia omoloidico è che% in ogni punto P sempUce della super-
ficie Jacobiana del sistema, la retta stazionaria per P appartenga
al piano ivi tangente alla Jacobiana.

Si ha infine (15) :
Bâti quattro polinomi f, cp, tyt y, omogenei e dello stesso grado

n > 1 nelle variabili xït x2, x3, x4, linearmente indipendenti, a Jaco-
biano J non identicamente nullo, condizione necessaria affinchè la
trasformazione y, = f, ys =r cp, y3 = ^, j4 = y sia cremoniana è che

le coniche yl9 y2 di equasrîoni At ~ Az = 0, BL ~ B2 = 0. La Jacobiana
di S3 è composta: dal piano improprio (contato tre volte), dai piani di equa-
zioni A% ~ 0, B2 = 0, dalla superficie rigata del 4° ordine di equazione
A2B2 = dfiiA^i (luogo délie rette che si appoggiarto aile coniche vLj y,
e alla retta irapropi^ia del piano xy) ed infine dalla superficie cubica
di equazione c2AiB2 = {Ci -+- c2)A2Bi. Su quest' ultima coniponente della
Jacobiana giace il punto 0.

(**) Qvesto risultato trovasî già in: VILLA e SANGEKMA\O, op. cit 11 r \
p. 29.

(l5) Anche questo risult»to trovasi m: VILLA e SANGBKMAN'O, op. cit. m (*).
p, 29.
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il polinomio
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fft - <?ft ff» — <p/i

ia divisibiîe per J oppure sia idenficamente nullo (J6)o


